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Vieme, že každá podgrupa komutat́ıvnej grupy je komutat́ıvna a normálna,
každá podgrupa cyklickej podgrupy je cyklická. Otázkou je, či tieto vlastnosti
môžu mat’ aj niektoré nekomutat́ıvne grupy, alebo v tret’om pŕıpade grupy,
ktoré nie sú cyklické. Takéto grupy naozaj existujú. Netriviálnym pŕıkladom
na grupy s komutat́ıvnymi vlastnými podgrupami sú nekomutat́ıvne p3 prv-
kové grupy (p je prvoč́ıslo). Všetky ich vlastné podgrupy sú rádu 1, p alebo p2.
Grupy rádu p sú samozrejme cyklické, a teda aj komutat́ıvne, a dá sa dokázat’,
že aj všetky p2 prvkové grupy sú komutat́ıvne. Grupy, ktorých všetky vlastné
podgrupy sú komutat́ıvne nazývame vlastné komutat́ıvne.

Podobným pojmom sú vlastné cyklické grupy - grupy, ktoré majú všetky
vlastné podgrupy cyklické. Túto vlastnost’ majú napŕıklad grupy rádu pq (p,
q sú prvoč́ısla), lebo všetky ich vlastné podgrupy majú 1, p alebo q prvkov,
teda sú cyklické.

Ďaľsou triedou grúp, ktorou sa v práci zaoberáme sú hamiltonovské grupy,
teda grupy, ktoré majú všetky podgrupy normálne. Hamiltonovské grupy sú
charakterizované v [Hall, 1963], [Zassenhaus, 1949]. V práci ale uvádzame
vlastný dôkaz úplnej charakterizácie pre konečné grupy: konečná nekomu-
tat́ıvna grupa je hamiltonovská práve vtedy, ked’ je izomorfná s Q8× (Z2)n×
G, kde Q8 je grupa kvaterniónov (jedna z nekomutat́ıvnych 8 prvkových
grúp) a G je komutat́ıvna grupa s nepárnym počtom prvkov. Máme pŕıklad
na nekonečné hamiltonovské grupy: stač́ı v predošlom vzorci zobrat’ ako G
nekonečnú komutat́ıvnu grupu, v ktorej je každý prvok nepárneho rádu.

Pre konečné vlastné cyklické grupy máme úplnú charakterizáciu: konečná
grupa je vlastná cyklická práve vtedy, ked’ je izomorfná s jednou z grúp Zn,
Zp × Zp, Q8, polopriamy súčin Zq ×Θ Zpn , kde p, q sú rôzne prvoč́ısla, q ≡ 1
mod p, Θ : Zpn → Aut(Zq) a rad(Θ(1)) = p.

Pŕıkladom nekonečnej vlastnej cyklickej grupy je faktorová grupa Zp∞ =
[{1/pn; n ∈ N}]/Z.

Pre vlastné komutat́ıvne grupy máme pŕıklady na triedy grúp s touto
vlastnost’ou:

polopriamy súčin (Zq)
m ×Θ Zpn , kde p, q sú rôzne prvoč́ısla a m je naj-

menšie také, že qm ≡ 1 mod p a tiež plat́ı, že rad(Θ(1)) = p
p-grupa v tvare polopriameho súčinu Zpn×Θ Zpm , kde n ≥ 2, ak polož́ıme

Θ(1)(1) = x, tak plat́ı, že px ≡ p mod pn a xp ≡ 1 mod pn.



Okrem toho sme dokázali, že ak G je vlastná komutat́ıvna grupa, ktorej
rád je delitel’ný rôznymi prvoč́ıslami p, q, a G je nekomutat́ıvna, tak G je opät’

polopriamy súčin v tvare G ∼= (Zq)
m ×Θ Zpn , pričom plat́ı rad(Θ(1)) = p.
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