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Abstrakt

Graf sa nazyva l-planarny ak sa da nakreslit do roviny tak, ze kazda jeho
hrana moze byt pretatd najviac jednou inou hranou. V tejto praci sa zaoberame
Strukturalnymi vlastnostami 1-planérnych grafov v porovnani s planarnymi grafmi.
Popisali sme maximalne 1-planérne grafy vzhladom k poc¢tu hran, nacrtli sme
vlastnosti hamiltonovskych 1-planarnych grafov a venovali sme sa aj chromatickému
indexu. Z lokalnych vlastnosti sme preskumali niekolko $pecidlnych tried a uviedli

sme priklady Tahkych grafov v tychto triedach.

Krluacéové slova: 1-planarny graf, maximalny 1-planarny graf, Tahké grafy

Abstract

A graph is called 1-planar if it can be drawn into the plane so that each its
edge is crossed by at most one another edge. In this thesis we study the structural
characteristics of 1-planar graphs compared with planar graphs. We have described
the maximal 1-planar graphs taken into consideration with the number of edges. We
have sketched the properties of hamiltonian 1-planar graphs and we were dedicating
to the chromatic index as well. From local characteristics we have checked some
special graph families and we have presented examples of light graphs in these

graph families.
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1 Uvod

V tejto praci Studujeme Strukturalne vlastnosti 1-planarnych grafov, teda grafov,
ktorych kazda hrana moze byt pretata najviac jednou inou hranou pri nakresleni
do roviny. O vlastnostiach 1-plandrnych grafov je dodnes zndme pomerne malo.
Prave nedostatok zékladnych vysledkov (v porovnani s planarnymi grafmi) a ich
neuplnost je motivaciou a niati k preskimaniu tejto triedy grafov. Tieto grafy
pritom vykazuji mnohé podobnosti s planarnymi grafmi (linearny pocet hran,
vrcholy malych stupiiov,...), no predsa sa najdu aj rozdiely (napr. nemoznost
charakterizicie pomocou vety Kuratowského typu zalozenej na kone¢nom pocte
zakdzanych podgrafov, neuzavretost triedy vzhladom na kontrakcie hran).

Cielom tejto prace je skumat lokalne vlastnosti triedy 1-planarnych grafov a jej
podtried s ohrani¢eniami vzhladom na minimalny stupen a obvod. f)alej sa v praci

Studuju niektoré globalne vlastnosti (napr. maximalita 1-planarnych grafov).



2 Zakladné definicie

2.1 Grafy
Oznacenie: pre (koneéntt) mnozinu A je Po(A) = {{u,v} :u,v € Aju # v}.

Definicia 1. Grafom G rozumieme usporiadant dvojicu mnozin G = (V| E), kde

V' je mnozina vrcholov a £ C Py(V) je mnozina hran.

Nech G = (V,E). Hrana e € E,e = {u,v} (pre jednoduchost budeme tiez
oznac¢ovat e = wv) méa koncové vrcholy w,v. Hovorime, Ze hrana e je incidentnd
s vrcholom u resp. v. Dve hrany su susedné, ak maju spolo¢ny koncovy vrchol. Dva
vrcholy st susedné, ak st koncovymi vrcholmi nejakej hrany. Pocet hran incidentnych
s vrcholom v € V' sa nazyva stuperi vrchola v a oznacuje sa degq(v) alebo deg(v)
(ak je z kontextu zrejmé, o ktory graf ide). Minimalny stupeii grafu G' ozna¢ujeme
J(@) a maximalny stupeil oznac¢ujeme A(G).

Kompletngm grafom K, na n vrcholoch rozumieme graf K, = (V,FE), kde
V| =na E = Py(V). Bipartitnyg graf G = (V, E) je graf, v ktorom V = V; U V%,
VinVo=0aakzy € E,takx € Vi ay € Vo alebo x € V5 ay € V;. Takyto
graf budeme oznacovat G = (V1,Vo; E). Ak v G = (V4,Va; E) je kazdy vrchol x € V;
spojeny hranou s kazdym vrcholom y € V5, tak G nazyvame kompletny bipartitng
graf a pre |Vi| = r,|Va| = s ho oznacujeme K, ;. k-reguldrny graf je graf, ktorého
vSetky vrcholy maja stupen k. Multigraf je graf, v ktorom dva vrcholy mozu tvorit
viac hran (v pripade multigrafu je F multimnozina tvorena prvkami P2(V')). Tieto
hrany potom nazyvame ndsobné hrany. Sluckou nazyvame hrany vv pre v € V.

Nakreslenie (diagram) grafu G = (V,E) je zobrazenie G do roviny takeé,
ze kazdému vrcholu v € V' priradzuje nejaky bod roviny B, a kazdej hrane e € E
spajajucej vrcholy u,v € V priradzuje oblik (jednoduchu krivku) o(e) spéjajici

body B,, B,. Pritom musi byt splnené:
e body priradené roznym vrcholom s rozne,

e obluky okrem svojich koncovych bodov neobsahuju ziadne body roviny, ktoré

by zodpovedali nejakym vrcholom grafu.

V praci budeme d'alej predpokladat, Ze nakreslenie grafu je dobré (pozri [9]), t.j.
ziadny bod roviny nie je priese¢nikom troch alebo viacerych oblikov, ziadne dva
obliky priradené dvom susednym hranidm sa navzajom nepretinaju a ziadne dva

obluky priradené dvom hranidm sa nepretinaji viac ako raz.



Sledom  rozumieme konefnu postupnost (vg, e, v1, €2, V2, ..., Up_1, €k, Vk)
zaCinajucu aj konciacu vrcholom, v ktorej sa striedaju vrcholy a hrany, pricom
e; = v;_1v; pre ¢ = 1,..., k; uzavretym sledom rozumieme sled zacinajici a konciaci
v tom istom vrchole. Cislo k udéva diZku sledu. Tah je sled, v ktorom sa ziadna
hrana nevyskytuje viackrat. Otvoreny tah, v ktorom sa Ziaden vrchol neopakuje,
sa nazyva cesta. Uzavrety tah, v ktorom sa vyskytuje prave jeden vrchol dvakrat a
ostatné vrcholy prave raz, sa nazyva kruznica.

Hovorime, ze dva vrcholy v;,v; € V stvisia v G, ak existuje medzi nimi sled

zacinajuci vo vrchole v; a konciaci vo vrchole v;.

Definicia 2. Graf G = (V, E) sa nazyva sivisly, ak kazdy vrchol v; € V suvisi

s kazdym vrcholom v; € V.

V tejto praci budeme uvazovat suvislé grafy bez nasobnych hran a sluciek. Vrchol
stupiia k& budeme nazyvat k-vrchol, vrchol stupna > k budeme nazyvat >k-vrchol.
Pod k-cestou (k-kruznicou) budeme rozumiet cestu Py (kruznicu C) na k vrcholoch.
k-hviezda Sy je kompletny bipartitny graf K j.

Hovorime, ze G' = (V' E’) je podgraf grafu G = (V,E), ak V' CV a E' C E,
pricom e = uv € E’ iba ak u,v € V' (naopak G nazyvame nadgraf grafu G').
Podgraf nazyvame faktorovy, ak V' = V a E' C E. Dva nesusedné vrcholy u,v
grafu G moézeme spojit hranou uv, tym vznikne graf G+ wv = (V, EU{u,v}). Tto
operaciu budeme nazyvat pridanie hrany. Podobne definujeme odobratie hrany e,
jej vysledkom je graf G —e = (V, E'\ e). Most je taka hrana, ktora ked odoberieme
zo suvislého grafu, tak sa stane nesuvislym. Rovnako sa da z grafu odobraf aj
mnozina hran. Nech teda P C E(G), graf G — P je potom faktorovy podgraf G, kde
mnozina hran je F \ P.

Vircholovijm rezom rozumieme taki mnozinu vrcholov S C V(G), 7e G\ S =
(V\S,E\{zy : x € S alebo y € S}) je nesuvisly graf. Ak |S| = k, hovorime o
vrcholovom k-reze. Najmensie k také, ze v GG existuje vrcholovy k-rez sa nazyva ¢islo

vrcholovej suvislosti; vtedy hovorime, ze graf je k-suvisly.



2.2 Planarne grafy

Definicia 3. Graf sa nazyva plandrny, ak existuje také jeho nakreslenie v rovine,

ze sa ziadne dve jeho hrany nepretinaji; toto nakreslenie nazyvame rovinng graf.

Nakreslenie planarneho grafu G do roviny rozdeli rovinu na maximalne otvorené
stivislé oblasti v R?\ G, ktoré nazveme stenami grafu. Potom existuje aj (topologickd)
hranica da kazdej steny a. Stenu, ktora je neohrani¢ena nazveme vonkajSou stenou,
vSetky ostatné vnitornymi stenami.

Hovorime, 7e hrana e je incidentnd so stenou « ak e € a. Hovorime, Ze vrchol
v je incidentny so stenou « ak v € «. Relacie e € o a v € « sa tu uvazuju
v topologickom zmysle, teda e € o < o(e) C da av € o & B, € da (vrchol
alebo hrana lezi na stene ak patri hranici steny). Dve steny si susedné, ak maji
spolo¢ni hranu. Hranicou steny o € G rovinného grafu G je najkratsi uzavrety
sled s(a) tvoreny vSetkymi hranami a vrcholmi incidentnymi so stenou «. Velkost
steny a € G je potom dlzka hranice s(a). Stenu velkosti & budeme nazyvat k-stena
alebo k-uholnik, stenu velkosti > k budeme nazyvat >k-stena. Nech je dany graf
G obsahujuci 4-stenu [abcd]. Do grafu G pridame hrany ac, bd tak, Ze sa pretinaju
vo vnitri steny. Tym vznikne novy graf G’ (G je faktorovy podgraf grafu G’). Hrany
ac a bd grafu G’ budeme nazyvat diagondly. Mnozinu stien rovinného grafu oznac¢ime
F, a teda rovinny graf G bude usporiadana trojica mnozin G = (V, E,| F).

V dalsom zavedieme pojem izomorfizmu rovinnych grafov. Nech si dané dva
rovinné grafy G = (V,E,F) a G’ = (V',E', F’). Budeme hovorit, Ze rovinné
grafy G a G’ su izomorfné, ak existuje bijekcia o medzi V a V', E a E', F' a F’
zachovavajica vztahy susednosti a incidencie medzi prvkami V, E' a F'. To znamen§,
7e nevyzadujeme len vztah incidencie medzi vrcholmi a hranami (pre z,y € V:
xy € E & o(x)o(y) € E'), ale navySe aj incidenciu vrcholov a hran so stenami
(prex e VUEa f e Fiz e f & o) € o(f)). Vztah izomorfizmu budeme
zapisovat G = G'.

Veta 2.1 (Eulerov polyedralny vzorec).

Nech G je suvisly rovinng graf s n vrcholmi, m hranami a f stenami. Potom
n—m+ f=2.

Dokaz. Dokazovat budeme matematickou indukciou podla poc¢tu f stien rovinného

grafu.

1. f = 1. Potom G je strom, lebo neobsahuje kruznicu. Ak by totiz G

obsahoval kruZnicu, tak podla Jordanovej vety rozdeluje rovinu na dve



oblasti a teda na dve steny. Pre stromy plati m = n — 1. Z toho potom
n—-—m+f=1+1=2.

2. Majme rovinny graf GG, ktory ma f > 1 stien. Nech tvrdenie plati pre kazdy
rovinny graf s menej ako f stenami. Z predpokladu f > 1 vyplyva, Ze G nie je
strom, teda obsahuje kruznicu. Odoberme z kruznice Iubovolnua hranu. Ziskany
graf G ma m'=m—1 hran, n'=n vrcholova f'=f—1 stien
(odobratim kruznicovej hrany sa dve s fiou incidentné steny spoja do jednej).

Prenho uz plati induk¢ény predpoklad, teda

n—m'+f =2

n—(m-1)+(f—-1)=2

n—m+f+1—-1=2
n—m+f=2 [

Planarny graf G sa nazyva mazimdlny plandrny, ak je planarny, ale G 4 uv nie

je planarny pre ziadne dva nesusedné vrcholy u, v.

Lema 2.2. Ak G je mazimdlny plandrny graf s n > 3 vrcholmi, tak v kaZdom jeho

rovinnom diagrame je kazZdd stena trojuholnik. Nakreslenie G nazijvame trianguldcia.

Doékaz. Sporom - nech G je maximéalny planarny grafs n > 3 vrcholmi a nech existuje
jeho rovinny diagram, ktory obsahuje stenu « vel'kosti > 4 (bez ujmy na v8eobecnosti
(BUNV) nech « je vnitorna stena). Potom v G existuje 4-vrcholova cesta xyzw,
ktora je ¢astou hranice s(«) steny « (inak nutne z = w; kedze viak velkost « je
asponn 4 a GG nema slucky, tak existuje vrchol u # vy, z incidentny s « taky, ze w
susedi s u. Potom yzwu je hladana cesta).

Ak by dalej v GG existovali obidve hrany zz, yw, tak obidve leZia vo vonkajsku
steny «, teda sa nutne pretinaji, ¢o je spor s planarnostou G.

Teda BUNV nech zz ¢ E(G). Potom graf G + xz je planarny (hranu zz mozno
vlozit dovnitra « tak, aby nepretinala ziadnu int - to vyplyva z faktu, Ze  a z mozno
spojit jednoduchou krivkou leziacou v a, ktora nepretina hranicu «), ¢o je vSak spor

s maximalitou G (pridanie hrany zz malo sposobit stratu planarity G). ]

Doésledok 2.3. Nech n > 3. Nech G je mazimdlny plandrny graf s n vrcholmi a m

hranami. Potom m = 3n — 6.

Dokaz. Nech h je pocet dvojic (t,e), kde t € F' je 3-stena v G a e je incidentna

hrana s t. Nech f je pocet stien grafu.



Plati, ze h = 3f a tiez h = 2m. Z toho 2m:3f:>f:§m

Po dosadeni do Eulerovho vzorca dostavame

2
n—m+§m:2 /-3
n—3m—+2m==~6
n—m==~6

m=3n—=6 O
Dosledok 2.4. KazZdy plandrny graf obsahuje vrchol stupna najviac 5.

Dékaz. Sporom - nech existuje planarny graf minimélneho stupna > 6. Plati
2m = Zdeg(v) > 6n

Z toho m > 3n; podla dosledku 2.3 je m < 3n—6 < m—6, ¢o je spor. Poznamenajme,
ze hranica 5 je najlepSia mozné, pretoze sa nadobida napriklad v grafe pravidelného

dvadsatstena. O

Dosledok 2.5. Pre kazdy suvisly rovinng graf G platia nasledujice rovnosti:

(1) > (2degg(v) —6)+ Y (degg(f) — 6) = —12

veV(Q) fer(G)

2) > (2dego(f) = 6)+ > (degg(v) — 6) = —12

feF(G) veV(G)

(3) > (degg(v) —4)+ D (degg(f) —4) = -8

veV(G) FEF(G)

Dékaz. Zrejme plati, ze:

2m = degq(v)
veV(G)

2m= )  degs(f)
feF(G)

(druhé rovnost vyplyva z faktu, Ze hrana rovinného grafu, ktora nie je most, inciduje
s prave dvomi stenami, a mosty sa do velkosti stien, s ktorymi inciduju, zapocitavaja
dvakrat). Po prenasobeni oboch stran Eulerovho vzorca n—m-+ f = 2 ¢islom 6 resp.

4 dostaneme:



6f — 6m + 6n
(6f —2m) + (6n — 4m)

<6f— Z degq(f )+2(3n— > degG(v)>

fEF(G veV(Q)
> (6 degs(f)) +2 ) (3 —degg(v))
fEF(G) veV(G)
Z (2degg(v) —6) + Z (degg(f) —6)
veV(Q) fEF(G)
(2)
6f —6m + 6n

(6f —4m) + (6n — 2m)

(Bf— Z degq(f > <6n— Z deg (v >

fEF(G veV (G
> ( —2degg(f) + Y (6 deg(v))
JEF(G) veV(Q)
Y (2dege(f) —6)+ Y (degg(v) —6)
FEF(G) VeV (G)
(3)
4f —4m + 4n

(4f —2m) + (4n — 2m)

(4f— Z degq(f > <4n— Z deg (v >

feF(G veV (G

> <4 deg(f) + Y <4 degg(v))
fEF(G) VeV (Q)

Z (degg(v) —4) + Z (degq(f

veV(QG) fEF(G

12
12

12

12

—12

12
12

12

12

—12



3 1-planarne grafy

3.1 Zakladné vlastnosti

Definicia 4. Graf sa nazyva 1-plandrny, ak existuje jeho nakreslenie v rovine také,

ze kazda jeho hrana je pretatd najviac jednou inou hranou.

Nech G je 1-planarny graf a nech D(G) je jeho 1-planarny diagram. To znamena,
ze D(G) je reprezentacia grafu G v rovine taka, ze kazda jeho hrana je prefaté
najviac jednou inou hranou. Ak dva obliky zy, uv (zodpovedajice hranam zy, uv)
sa pretinaju v D(G) a z je ich prienik, hovorime, Ze z je priesecnik (angl. crossing)
hran zy, uv. Nech C' = C(D(G)) je mnozina vSetkych priese¢nikov v D(G) a nech
Fy je mnozina vSetkych nepretatych hran v D(G). Asociovangm rovinngm grafom

grafu D(G) nazyvame rovinny graf D(G)* taky, 7e
o V(D(G)*)=V(D(G)UuC
o E(D(G)*) = EyU{zz,yz| xy € E(D(GQ)) — Ey,z € C, z € zy}.

V D(G)* sa stant prieseéniky D(G) novymi 4-vrcholmi; nazyvame ich
priesecnikové vrcholy alebo nepravé vrcholy (steny incidentné s nepravymi vrcholmi
budeme nazyvat nepravé steny). Naopak vrcholy D(G)*, ktoré boli vrcholmi aj
v povodnom grafe D(G), budeme nazyvat pravé vrcholy.

1-planarny graf moze mat viacero neizomorfnych rovinnych asociovanych
diagramov. Zo v8etkych mozZnych 1-plandrnych diagramov 1l-plandrneho grafu G
ozna¢ime M (G) diagram s najmensim po¢tom priese¢nikov (nemusi byt jednozna¢ne
urceny) a M(G)* jeho asociovany rovinny graf; budeme ho nazyvat minimdlny
asociovany graf. Z ¢lanku [2]| je znamy fakt, ze ak G je 3-suvisly 1-planarny graf, tak
M(G)* je tiez 3-suvisly.

Lema 3.1. Najmensi neplandrny 1-plandrny graf s dvoma roznymi neizomorfnymi

minimdlnymsi asociovanymi grafmi je graf na obrdzku 1 na 6 vrcholoch.
Doékaz.
1. Kazdy < 4-vrcholovy graf je planarny.

2. Jediny 1-planarny neplanarny graf na 5 vrcholoch je Kj. Tento graf ma
(g) = 10 hran a priesecnikové ¢islo 1. Neexistuje l-planarny diagram K,
ktory by mal aspon dva priese¢niky. Ak vezmeme jeho podgraf K, tak ten je

planarny. Existuje nakreslenie s jednym priese¢nikom a takisto aj bez pretatia
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Obrazok 1: Neplanarny 1-planadrny graf majici dva neizomorfné minimélne

asociované grafy

hréan. Vezmime graf K4 bez pretatia hran. Kazd4 stena je potom trojuholnik.
Ak vlozime piaty vrchol do I'ubovolnej z nich, tak sa pretne prave jedna
hrana pri nakresleni K5. Ak vSak vezmeme graf K, s jednym priese¢nikom
z. Piaty vrchol nemoze lezat v Ziadnom ,nepravom* trojuholniku, porusilo by
to 1-planaritu. Preto piaty vrchol lezi v 4-stene. Druhy priese¢nik by museli
tvorit niektoré dve zo $tyroch dal$ich hran, ¢o ale vytvara zakazanu situdciu
(predpokladéame, Ze nakreslenie je dobré). Ak vytvorime teraz minimdalny
asociovany graf grafu K, tak nam pribudne dal$i vrchol a 2 nové hrany.
Takto sme dostali planarny graf so 6 vrcholmi a 12 hranami. Je to maximalny
planarny graf (3-6 — 6 = 12) a vSetky jeho steny st 3-steny. Nakolko je

3-suvisly, ma jediné vnorenie do roviny (podla Whitneyovej vety).

3. Najmensi graf s dvoma neizomorfnymi minimalnymi asociovanymi grafmi je
graf z obrazka 1. Argumentom je, Ze 4-steny v znazornenom minimalnom
asociovanom grafe v prvom pripade maji spolo¢nt hranu a v druhom iba

spolo¢ny vrchol. O]
Lema 3.2. [2] Nech G je 1-plandrny graf s n vrcholmi a m hranami. Potom
m < 4n — 8.
Dékaz. Uvazujme maximélny (s prihliadnutim na pocet hran) l-planarny graf G
s n vrcholmi. Nech D(G) je 1-planérny diagram grafu G. Nech c je pocet priesecénikov

v D(G). Ak dve hrany zy, zw € E(G) sa pretinaju v D(G), tak v maximéalnom grafe
G potom plati zz, zw,yz,yw € E(G) (inak by bolo mozné prislugnt chybajicu

11



hranu vlozit do D(G) tak, aby nepretinala Ziadne iné hrany). Ak teda odoberieme
jednu hranu z kazdej dvojice hrén, ktoré sa pretinali v D(G), tak vysledny graf
G’ bude rovinna triangulacia s n’ = n vrcholmi, m’ hranami a f’ stenami. Podla
dosledku Eulerovej vzorca m’ < 3n' — 6, f' < 2n’ — 4.

Tedam:m’—i-cgm’—i-%/§3n—6+n—2:4n—8. O
Désledok 3.3. [2] Kazdy 1-plandrny graf obsahugje vrchol stupria najviac 7; hranica
7 je najglepsia moznd.

Doékaz. Nech G je 1-planérny graf. Podla predchadzajucej lemy 3.2

Z degq(z) =2m < 8n — 16
zeV(G)

z toho

> (degg(r) —8) < 16

zeV(G)

Tvrdenie potom vyplyva zo zapornej hodnoty Tavej strany nerovnosti.
Graf na obrazku 2 je 7T-regularny 1-planarny graf, teda v tvrdeni hranicu 7 znizit

nemozno. O

Obrazok 2: 7-regularny 1-planarny graf podla [2]

Prirodzenou otazkou je, pre ktoré hodnoty n sa teoretickd hranica maximélneho
po¢tu hran 1-planérnych n-vrcholovych grafov (m = 4n — 8) nadobuda. 1-planarny

neplanarny graf s najmensim poc¢tom vrcholov je K5. Ale hranica 4 -5 — 8 = 12 sa
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nemoze nadobudnut, pretoze K5 méa iba 10 hran. Podobne pre Kg: 4-6 —8 = 16 >
(g) = 15. Ako uvadzaju J. Pach a G. Téth v [13|, 1-planarne grafy s n vrcholmi
nadobidaji maximéalny pocet hran 4n — 8 pre kazdé n > 12. Nasledovny dokaz je
prevzaty z ich ¢lanku [13]. Najprv ukazeme, ze pre kazdé n > 12 existuje n-vrcholovy
plandrny graf, ktorého vSetky steny su 4-steny a ziadne dve steny nemaju spolo¢ni

viac ako jednu hranu (inymi slovami, je 3-suvisly).

Obrazok 3: Zakladné grafy pre konstrukciu z [13]

Na obrazku 3 su ilustrované priklady takychto grafov pre n = §,13,14,15.
Ak méame priklad grafu G s n vrcholmi, tak vieme zostrojit aj graf s n + 4
vrcholmi nasledovnou konstrukciou: vrcholy niektorej zo 4-stien grafu G stotoznime
s vonkajsimi vrcholmi 8-vrcholového grafu (kocky) z obrazka 3. Takto ziskame
rovinné grafy so samymi 4-stenami na n > 12 vrcholoch. Ak teraz do kazdej steny
vlozime obe diagonédly, tak ziskame 1-planarny graf s 4n — 8 hranami. Priklady
1-planarnych grafov s 8 resp. 10 vrcholmi a s 24 resp. 32 hranami st znazornené

na obrazku 4.

Obrazok 4: 1-planarne grafy s n = 8,10 vrcholmi a 4n — 8 hranami

Otazkou zostava, ¢i existuju 1-planarne grafy na n = 7,9,11 vrcholoch

s dosiahnutou teoretickou hranicou poctu hran. Pre n = 7 je teoretickd hornd
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hranica 4 - 7 — 8 = 20. Graf K7 — E(K3) nie je l-planarny (pozri [10]) a ma 18
hran. Ak by existoval 7-vrcholovy 1-planarny graf s 20 hranami, tak nutne je to
graf K. (K7 je graf K7 bez jednej hrany, K7 méa 21 hran). AvSak K, obsahuje
K; — E(K3) ako podgraf, teda K7 nie je 1-planarny. 7-vrcholovy 1-planarny graf

s 19 hranami existuje (obrazok 5), teda hranica pre n =7 je 19.

Obrazok 5: 1-planarny graf so 7 vrcholmi a 19 hranami

Veta 3.4. Neexistuje 1-plandrny graf s 9 vrcholmi a 4 -9 — 8 = 28 hranami.

Doékaz. Sporom - nech existuje 1-plandrny graf G s 9 vrcholmi a 4-9 —8 =28
hranami. G potom obsahuje ako faktorovy podgraf rovinni triangulaciu
T s 3-9—6=21 hranami; z toho mame, ze D(G) mé& 7 prieseénikov
(|IE(G) — E(T)| =7 a tychto 7 hran pretina nejakych 7 hran 7'). Z maximality G
dalej vyplyva, ze ak xy,uv je dvojica pretinajucich sa hran, tak G obsahuje aj
hrany zu,uy, yv,ve. Odoberme teraz z G vSetkych 7 dvojic pretinajtcich sa hréan.
Vzniknuty graf G’ je rovinny, ma 9 vrcholov, 28 — 2 -7 = 14 hran, 7 4-stien (vnutri
ktorych boli dvojice pretinajicich sa hran) a f inych stien. Podl'a Eulerovho vzorca
vsak plati 9 — 14+ 7+ f = 2, z ¢oho f = 0. Teda G’ ma iba sedem 4-stien a Ziadne

iné. Pouzijuc treti vztah z dosledku 2.5.

D (dege(v) —4) + > (degg(f) —4) =8

VeV (GY) fEF(GY)

vzhladom na horeuvedené fakty z neho vyplyva rovnost

S (deg(v) —4) = =8,

veV(G")

Ak by G’ obsahoval vrchol stupiia 1, tak by mal aspon jednu >5-stenu, ¢o je

v spore s tym, ze ma len samé 4-steny. Graf G teda neobsahuje vrcholy stupia 1.
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Predpokladajme, Ze G’ neobsahuje 2-vrcholy; z horeuvedenej rovnosti potom
vyplyva, ze G’ méa nutne osem 3-vrcholov a jediny 4-vrchol. Teda G” obsahuje Stvoricu
d-stien [zyuv], [zvab], [zbed], [xdey]. Vrcholy u,a,c, e musia byt stupha 3, avsak c
nemoze susedit ani s e, ani s a (vznikli by tak 3-steny). Teda ¢ susedi s u a néasledne
e susedi s a, ¢o je spor s rovinnostou G'.

Graf G’ teda musi obsahovat 2-vrchol. Tento vrchol inciduje s dvoma 4-stenami.
Ked potom do nich spét vlozime dvojice pretinajucich sa hran, tak nutne dve z nich

vytvoria nasobni hranu, ¢o je spor. O]

9-vrcholovy 1-planarny graf s 27 hranami existuje (obrazok 6a)), teda hranica
pre n = 9 je 27. 11-vrcholovy 1-planarny graf s 4 - 11 — 8 = 36 hranami existuje
(obréazok 6b)).

a) b)

Obrazok 6: 1-planarne grafy s n =9 resp. n = 11 vrcholmi a 27 resp. 36 hranami

Pre zhrnutie zopakujme, ze 1-planarne grafy s n vrcholmi nadobudaji hornud
hranicu po¢tu hran 4n — 8 pre v8etky n > 10 a n = 8. 1-planarne grafy so 7 (resp. 9)

vrcholmi a s 20 (resp. 28) hranami neexistuju. Pre tieto grafy st hranice 19 (resp. 27).

3.2 Maximalne 1-planarne grafy

1-planérny graf G sa nazyva mazimdlny 1-plandrny, ak je 1-planarny a G +uv nie
je 1-planarny pre ziadne dva nesusedné vrcholy u, v. V dalSom budeme skiimat prave
tuto vlastnost 1-planarnych grafov. V predchadzajicej kapitole sme nasli priklady
n vrcholovych grafov, ktoré dosahovali teoretickit maximalnu hranicu hran 4n — 8
pre vSetky n > 10 a n = 8. Pre n = 3k,k > 3 zostrojime nekonec¢ni mnozinu
maximalnych 1-planarnych grafov s 4n — 9 hranami.

Graf K¢ ma 6 vrcholov a (6) = 15 hran. Obsahuje faktorovy podgraf rovinna

2
triangulaciu T's 3-6 —6 = 12 hranami. Teda K ma presne 3 priesecniky. Asociovany
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graf D(Kg)™ mé potom 6+ 3 = 9 vrcholov a 15432 = 21 hran. To v8ak opét tvori
rovinni trianguldciu s 9 vrcholmi, kedze 3 -9 — 6 = 21. Kazda stena asociovaného
grafu D(Kg)* je trojuholnik a podla Eulerovho vzorca je ich presne 14 (9—21+f = 2,
f = 14). Kazdy nepravy vrchol je incidentny so Styrmi 3-stenami. Samozrejme kazda
3-stena je incidentné s najviac jednym nepravym vrcholom. Teda v grafe D(Kg)*
existuju prave dve 3-steny incidentné iba s pravymi 5-vrcholmi. Tieto dve steny su
nesusedné. Zostavaju v takomto vztahu aj v nakresleni D(Kj). Bud je jedna z nich vo
vnutri druhej alebo je kazda vo vonkajsku druhej. Pridanim vSetkych zvysnych hran

najprv vzniknu tri 4-steny a do nich sa vlozia vsetky diagondaly (obrazok 7). Vezmime

a) b)

Obréazok 7: 1-planarne nakreslenia K

teraz graf Kg z obrazka 7a) a stotoznime jeho vonkajsie vrcholy s vrcholmi niektore;
z wpravych“ 3-stien grafu na obrazku 7b) alebo s vrcholmi na vnitornej 3-stene dal3e;
kopie grafu z obréazka 7a). Vznikne maximélny 1-planarny graf. Takymto postupnym
vkladanim do 3-steny vieme vytvorit nekone¢ni mnozinu maximalnych 1-planarnych

grafov s n = 3k, k > 3 vrcholmi a 4n — 9 hranami (obrazok 8).

Obrazok 8: Maximélne 1-planarne grafy s 4n — 9 hranami
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V predchadzajucej kapitole sa ukazalo, ze pre n = 7 a n = 9 sa horn& hranica
maximalneho poc¢tu hran 4n — 8 nenadobida. Ukazeme, Ze existuje maximalny
1-planarny graf so 7 vrcholmi a 18 hranami (graf K7 — K 3). Tento poznatok spolu
s grafom z obrazka 5 (maximalny 1-planarny graf so 7 vrcholmi a 19 hranami) takisto
naznacuje, ze nie vSetky m-vrcholové maximalne 1-planarne grafy maja rovnaky

pocet hran (zmena oproti planarnym grafom).
Lema 3.5. Graf K; — K, 3 je mazimdlny 1-plandrny.

Doékaz. K;— K, 3 je zrejme 1-planarny graf. Jeho podgrafom je Kg. Siedmy vrchol je
mozné pridat ku grafu Ky vdaka symetrii dvoma spoésobmi. Bud do ,pravej* 3-steny
alebo do steny susednej s touto 3-stenou. Pridanim novych troch hran vznikne
maximalny 1-planarny graf. V kazdom pripade pridanie d'al$ej hrany vynucuje aspoii

2 krizenia hrany. [

V dalsom uvazujme 3-suvislé planarne grafy. Podla Whitneyho vety su vSetky
rovinné nakreslenia 3-stivislého planarneho grafu navzajom izomorfné. Pritom mozu
existovat 1-planarne diagramy tychto grafov (prikladom je nakreslenie K, s jednym
priese¢nikom).

V.P.Korzhik a B.Mohar vo svojom ¢lanku [11] uvazuja triedu 3-stavislych
planarnych grafov, ktoré nemajua vlastny 1-planarny diagram. To znamena, ze kazdé
nakreslenie grafu z danej triedy je bez priese¢nikov, alebo v nom existuje hrana
pretata aspon dvakrat, a rovinné nakreslenie je vzhladom k izomorfizmu jediné. Tuto
triedu oznacili ako PN-grafy. Ak nejaky 1-plandrny graf G obsahuje ako podgraf
PN-graf H, tak v kazdom nakresleni grafu G je podgraf H nakresleny rovnako.
V danom ¢lanku [11] uviedli nutné podmienky pre PN-grafy a priklady PN-grafov.

Na obrazku 9 je znazorneny priklad nimi uvazovaného PN-grafu.

Obrazok 9: Priklad PN-grafu podla [11]
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Ide teda o 3-savisly planarny graf, ktorého jediné nakreslenie do roviny je
bez pretatia hran. Kazdy 1-planarny graf, ktory ho obsahuje, ho obsahuje v tej istej
forme. Ak teda doplnime hrany na vytvorenie 1-planarneho grafu, tak vieme zarucit,
ze PN-graf ako podgraf bude vzdy rovnaky vzhladom k izomorfizmu asociovanych
grafov. Nech mé& PN-graf G z obrazka 9 na vnutornej kruznici 2k vrcholov, ozna¢me
ich postupne z1, ..., x9; (vrcholy na vonkajsej kruznici oznacme yy, .. ., yar). Potom
ma G zrejme spolu 12k vrcholov, vSetky stupia 4. Z toho vyplyva, ze ma 24k hran.
Doplime teraz hrany x;xor_;11 a yyor_i11 pre kazdé 2 < [ < k — 1. Pridali sme
spolu 2k — 4 hran. Vznikne teda 2k — 2 novych 4-stien. V nich vieme doplnit vzdy
dve krizujice sa diagondly, ¢im doplnime dalsich 2.(2k — 2) = 4k — 4 hrén.

Obréazok 10: Maximalne 1-planérne grafy s n vrcholmi a %371 — 8 hranami

Podl'a obrazka 10 mozeme graf G rozdelit na vnitorne disjunktné konfiguracie
ohranic¢ené tu¢nymi hranami. V kazdej z tychto konfiguracii vieme doplnit este
8 hran (na obrazku cervenou farbou), ¢o je spolu dalgich 16k hran. Pridanie
Tubovolnej dalsej hrany by spoésobilo stratu 1-planarnosti grafu (PN-podgraf).
V takto zostrojenom maximalne 1-plandrnom grafe méme 12k vrcholov a 46k — 8
hrén, teda pre n = 12k je pocet hran rovny %n — 8. Zostrojili sme tak nekonecnu
mnozinu grafov, pre ktoré bude vedici koeficient v pocte hran rovny % < 4.

Ostéava otvorenou otazkou, nakol'ko eSte mozno znizit vedici koeficient v pocte
hran n-vrcholového maximalneho 1-planarneho grafu, resp. ¢ pre niektoré n > 12
(resp. pre nekonetne vela n) a pre kazdé m € [2n — 8,4n — 8] existuje n-vrcholovy
maximalny 1-planarny graf s m hranami (inymi slovami, ako st rozlozené medzery

v spektre moznych poc¢tov hran maximalnych 1-planarnych grafov s n vrcholmi).
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3.3 Obvod grafu v triede 1-planarnych grafov

V dalsom budeme pouzivat oznacenie Ps (resp.P;) pre triedu planarnych
(resp. 1-planarnych) grafov minimélneho stupiia > §; teda P} je trieda vsetkych
I-planarnych grafov. Poznamenajme, ze Ps C P pre 6 € {1,...,5} a P, NP =10
pre § € {6,7}.

Nech H je trieda grafov a nech graf G € H. Obvod ¢(G) grafu G je dlzka
najkratSej kruznice v grafe GG. Definujme

9(H) = sup g(G).
GeH

Pre planarne grafy z faktu, ze kruznica je planarny graf a z dosledkov Eulerovho

vzorca vyplyva, ze g(P1) = g(P2) = +00, g(Ps) =5 a g(Ps) = g(Ps) = 3.

Pre 1-planarne grafy podla [2| plati nasledovné tvrdenie:

Veta 3.6.
1. g(PH>7
2. g(P3) =4

3. 9(Ps) = g(P7) = 3.
Dokaz.

1. Graf na obrazku 11 je kubicky graf s obvodom 7 a m& 1-planarny diagram.

2. Najprv ukazeme, ze g(P:) < 4. Predpokladajme, 7e existuje 1-planarny graf
minimalneho stupia 5, ktorého obvod je > 5. Nech D(G) je jeho 1-planarny
diagram a nech D(G)* = (V*, E*, F*). Poznamenajme, ze D(G)* mé vrcholy
stupiia 4, a to su jedine nepravé vrcholy; vSetky ostatné vrcholy v D(G)* su

stuptia > 5. Na dokaz pouzijeme metodu prerozdelovania naboja (viac o tejto

metode pozri v kapitole 4.1). Budeme postupovat podla nasledujicej schémy:

e kazdej stene f € F* priradime naboj c(f) = 2 - degp(g)« (f) — 6

e kazdému vrcholu v € V* priradime néboj c(v) = degp(g)x (v) — 6

Na zaklade Eulerovho vzorca plati

Z c(x) = —12

rEFXUV X

V dalsom prerozdelime prvotné néboje tak, aby koneény sucet nabojov bol

rovnaky.
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Obrazok 11: 1-planarny kubicky graf s obvodom 7 podla [2]

Budeme postupovat podla nasledujucich pravidiel:

(1.) Kazda >4-stena odovzdé 2 kazdému incidentnému 4-vrcholu.

(2.) Kazda >4-stena s kladnym nabojom po aplikovani pravidla (1.) posle

svoj zvySkovy naboj rovnomerne kazdému incidentnému 5-vrcholu.

Pomocné tvrdenie: Kazdd >4-stena posiela pri aplikovani pravidla (2.)

naboj > % kazdému incidentnému 5-vrcholu.

Dékaz. Nech f je k-stena, k > 4, nech m;(f), i € {4,5} je poCet i-vrcholov
incidentnych so stenou f. Potom mu(f) + ms(f) < k a navyse ma(f) < |%].
Po aplikacii pravidla (1.) bude zvyskovy naboj steny f rovny 2k—6—§-m4( f) >

2k —6 — 2. |%] > 0. Z toho aplikovanim pravidla (2.) ziska kazdy 5-vrchol

—6—2.m _6—2.|k _g—2.|k _g—2.|k
incidenty S f naboj 2k (37153(]0)4”) Z 2k 25(;)L2J Z 21‘31676”5(})2J = 2 k(iL%JLQJ =

2k—6—2-| £ >

3 -

1
3

Chceme ukazat, ze po takomto prerozdeleni bude novy nédboj ¢* : F*UV* — Q

nezaporny, ¢o bude viest k sporu. Rozoberieme tieto pripady.

1. Nech f je stena D(G)*. Ak je f 3-stena, tak ¢*(f) =c¢(f) =2-3—6=0.
Ak f je >4-stena, tak potom z charakteru pravidiel pre prerozdelovanie

naboja plynie, Ze ¢*(f) > 0.
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2. Nech v je 4-vrchol (nepravy vrchol v D(G)*). Potom je v incidentny
s najviac jednou 3-stenou (inak by existovala 3- alebo 4- kruznica v D(G)
prechadzajica susedmi v), a teda plati ¢*(v) > -2+ 3 - % = 0.

3. Nech v je 5-vrchol; ozname postupne susedné vrcholy v D(G)* ako
v1,...,0s5. Ak v je incidentny s aspon tromi >4-stenami, tak c*(v) >
—-14+3- % = (. Teraz predpokladajme, 7e v je incidentny s aspon tromi
3-stenami (v pripade Styroch 3-stien existuje uz v D(G) 3-kruznica).
Ziadna z tychto 3-stien nemoze pozostavat iba z vrcholov D(G), inak
by existovala 3-kruznica v G. Z rovnakého dovodu tu nie su ziadne
susedné 3-steny [v;vvii1], [Vi10V;10] také, Ze viq je 4-vrchol. BUNV
predpokladajme, Ze vy, vs,vs st 4-vrcholy a [vivwvs], [vavvs], [vsvvs] st
3-steny. Nech « je stena incidentna s vz, v, v4. Potom je oo >5-stena (inak
a = [vusyvy], y je pravym vrcholom v D(G) a vugyvs je 4-kruznica

% = %. Teda

v prijme naboj aspoi % + % = 19—1 > 1. Potom plati ¢*(v) > 0.

4. Nech v je k-vrchol, k > 6. Potom c¢*(v) = c¢(v) =k —6 > 0.

v D(G), ¢o je spor) a posiela vrcholu v nédboj aspon

Zostrojili sme také prerozdelenie naboja, ze >  ¢*(z) > 0, ¢o je spor.
TEFX UV
Na dokazanie rovnosti g(P:) = 4 zostrojime 1-planarny graf minimalneho

stupfia 5 a obvodu 4. Pouzijeme na to konStrukciu nahradenia hran
Sestuholnikmi podla [7]. Nech je dany rovinny graf G. Graf G’ vytvorime
nasledovne: Nech kazdy vrchol x € V(G) je vrcholom grafu G'. Ku kazdej
incidentnej dvojici (z, «) (kde z je vrchol a « je stena grafu G) pridajme novy
vrchol v G'. Dva vrcholy 2,2, € V(G') spojime hranou (2}, 2, prislachaju
(x1,00),(z9, a0)) ak {z1,22} € E(G) a a3 = ay. Takisto spojime hranou

(prisluchajuce dvojici (x1, 1)) s vrcholom z; (vid obr. 12).

Obrazok 12: Nahradenie hran Sestuholnikmi

Uvazujme graf pravidelného dvadsatstena a vykonajme konstrukciu

nahradenia  hran  Sestuholnikmi. V  kazdej Sestuholnikovej stene
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laxz’by’y] (kde a, b sa vrcholy povodného dvadsatstena) nahradime
hranu zz’ 5-cestou x;...x5 (kde = = x; a 2/ = z5) a hranu yy
nahradime 5-cestou y;...ys (kde y = y; a ¥ = vy;5). Teraz pridame
nové hrany 1Yo, Y23, T3Ys, YaTs, Y1 T2, ToYs, Y3Tq, T4ys. Asociovany graf
takto ziskaného grafu obsahuje dvadsat 12-stien. Do kazdej takejto
steny (oznafme ju [pujugusquivevsrwiwows], kde p,q,r st niektoré
z povodne oznafenych z, 2’ y,y') vloZime novy vrchol z a nové hrany
U1, U3, 2V1, ZV3, 2W1, 2W3, U3Va, V3Ws, W3ls. Takto zostrojeny graf uz vyhovuje

naSim podmienkam.
3. Tento vysledok vyplyva z dalej uvedenej lemy 4.1 a obrazku 2. O]

Otvorenym problémom zostéva urcenie presnej hodnoty g(P}) pre § € {3,4}.
R. Sotak zostrojil 1-planarny graf minimalneho stupnia 4 a obvodu 5. Je teda

zrejmé, ze g(Pr) > 5. Ide o nasledujiici graf na obrazku 13:

Obrazok 13: 1-planarny graf minimélneho stupna 4 s obvodom 5
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Obrazok 14: Nekonec¢ny 1-planarny graf minimélneho stupna 4 a obvodu 6

Vdaka prikladu nekone¢ného 1-planarneho grafu minimalneho stupia 4 a obvodu
6 (nekone¢né dlazdenie roviny pravidelnymi Sestuholnikmi s pridanymi hranami,

pozri obr.14) sa domnievame, Ze g(P;) = 5.

3.4 Hranova farebnost 1-planarnych grafov

Nech G = (V, E) je graf. Surjektivne zobrazenie ¢ : E — {1,...,k} nazyvame
hranové k-zafarbenie grafu G. Zafarbenie sa nazyva reguldrne, ak maji vSetky
susedné hrany priradent int farbu. Najmensie také k, ze pre G existuje regularne
hranové k-zafarbenie nazyvame hranové chromatické cislo (chromaticky index)
a oznatujeme ho x1(G). Zrejme x1(G) > A(G). Podla Vizingovej vety plati
pre Tubovolny graf G' nerovnost A(G) < x1(G) < A(G) + 1. Ak x1(G) = A(G),
tak hovorime, ze graf G je prvej kategorie. Inak hovorime, 7e graf GG je druhej
kategorie. Hind a Zhao dokazali v [4] aj dalsie zname tvrdenie: Kazdy planarny
graf G s A(G) > 8 je prvej kategorie. Toto tvrdenie neskor vylepsili Sanders a Zhao
v [14], ked ukazali, Ze kazdy planarny graf G s A(G) > 7 je prvej kategorie. V dalsom

prezentujeme analogické tvrdenie pre 1-planarne grafy.

Definicia 5. Graf G nazyvame Fkriticky, ak G je savisly a 2.kategorie, no
po odstraneni Tubovolnej hrany sa chromaticky index znizi. Ak G ma maximalny

stupenn A, tak ho nazyvame A-kriticky.

Veta 3.7 (Vizing’s Adjacency Lemma [3]).
Nech G je A-kriticky graf a vw je hrana G. Nech degs(v) = k. Ak k < A, tak w je
v G susedny s asponi A — k + 1 vrcholmi stupria A.
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Veta 3.8. Nech G je 1-plandrny graf, A(G) > 14. Potom G patri do 1. kategdrie.

Dékaz. Nech G = (V,E) je 1-planarny graf 2.kategorie s A(G) > 14. BUNV,
nech G je A-kriticky. Kedze G je 1-planarny, tak obsahuje vrchol x € V taky, ze
degq(z) < 7. Nech S je mnozina vrcholov stupna < 7 (S = {z € V,degq(x) < 7}).
Nech G’ je graf indukovany na vrcholoch V' \ S. G’ je tiez 1-planarny graf (je to
podgraf G) a obsahuje tiez vrchol w € V '\ S, 7Ze degq(w) < 7. w je v G susedny
s nejakym vrcholom v € S (poznamenajme, Ze deg.(v) = k < 7 < A). Podla vety
3.7 plati, ze w musi byt susedny s aspon A —k+ 1> A —6 > 7 vrcholmi stupna
A, ¢o je spor. ]

Otvorenou otazkou ostava na akd hodnotu sa da predpoklad o maximélnom

stupni v predchadzajicej vete znizit.

3.5 Hamiltonovskost 1-planarnych grafov

Kruznica v grafe prechadzajica vSetkymi vrcholmi sa nazyva hamiltonovskd
kruznica a graf, ktory obsahuje hamiltonovskt kruznicu sa nazyva hamiltonouvsky.
Spdrenim nazyvame mnozinu hran, kde ziadne dve hrany nie st susedné. Sparenie
je prefektné, ak je kazdy vrchol grafu incidentny s nejakou hranou zo sparenia.
V tejto ¢asti budeme skumat niekolko dalSich vlastnosti 1-planérnych grafov
suvisiacich s hamiltonovskostou. Podla Tutteovej vety je kazdy 4-suvisly planarny
graf hamiltonovsky. Nasledujicou konstrukciou ukézeme, Ze existuje priklad
1-planarneho 4-stvislého grafu, ktory nie je hamiltonovsky. Pouzijeme na to
Barnette-Bosak-Lederbergov graf (obr. 15a)). Je to najmensi planarny kubicky
3-suvisly nehamiltonovsky graf. V tomto grafe najdeme perfektné sparenie (ako
napr. na obr.15b)). Kazdu hranu zo spéarenia zdvojime. Takto ziskame multigraf,
ktory je 4-regulirny a zaroven 4-suvisly. f)alej nakreslime 1-planarny diagram
bipartitného grafu Ks, podla obrazka 15c¢). V grafe z obrazka 15b) nahradime
kazdy vrchol prirodzenym sposobom uz spominanym diagramom K34 (konstrukcia
z obr.15d)) . Takto vznikne 4-stvisly 1-planarny graf, ktory je nehamiltonovsky
(k nehamiltonovskosti grafu zostrojeného takouto konstrukciou pozri napr [8]).
Otazkou ostava pre aké k je k-suvisly 1-planarny graf hamiltonovsky.

V dalsom budeme oznacovat w(Py) vdhu cesty P, v grafe G, teda w(FPy) =

> degq(z). Mohar v [12] dokdzal, Ze v kazdom 4-savislom planédrnom grafe
LL’EV(Pk)
s aspoil k vrcholmi existuje taka k-cesta Py, Ze w(Py) < 6k — 1. Uvedieme podobné

tvrdenie pre 1-planarne grafy.
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d)

Obrazok 15: Barnette-Bosak-Lederbergov graf a konstrukcia

Veta 3.9. V kaZdom 1-plandrnom hamiltonovskom grafe s aspon k vrcholmi existuje
takd k-cesta Py, Ze w(Py) < 8k — 1.

Dékaz. Podobne ako Moharov dokaz pre planarne grafy:

Nech G je Tubovolny 1-planarny hamiltonovsky graf na n vrcholoch. Nech C' =
V1Vg ... U,V je jeho hamiltonovskd kruznica. Pre ¢ = 1,...,n oznaéme R; k-cestu
ViVit1 - . - Viyg—1 (indexy modulo n), a nech w(R;) je vaha cesty R;. Plati:

n

> w(R)=k- Y degg(v) =2k |E(G)| < 2k - (4n — 8).

i=1 veV(Q)

Potom jedna z ciest R; musi mat w(R;) < 2Z(In=8) _ gf % < 8k (inak by

n
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2k-(4n—8) U)(Rl) > - 2k-(4n—8) _

n

-

pre vetky i = 1,...,n bolo w(R;) > , takze

=1
2k - (4n — 8), ¢o je spor). Teda v G existuje taka k-cesta Py, 7e w(FPy) < 8k — 1.
]

4 TLahké grafy

4.1 Zakladné definicie

Dosledok 3.3 je prikladom tvrdenia o existencii ur¢itého podgrafu s vrcholmi
malych stupiiov v kazdom grafe z urcitej triedy grafov. Ukazuje sa, ze pre mnohé
triedy rovinnych i nerovinnych grafov mozno dokazat podobné tvrdenia, kde miesto
vrchola vystupuje iny vicsi podgraf. Uvahy tohto typu formalne zastresuje definicia
Tahkého grafu v triede grafov (prvykrat sformulovana v [5]):

Nech ‘H je trieda grafov a nech H je suvisly graf taky, ze aspon jeden z grafov
triedy ‘H obsahuje podgraf izomorfny s H. Nech ¢(H,H) je najmensie celé ¢islo
s vlastnostou, ze kazdy graf G € H, ktory obsahuje podgraf izomorfny s H, obsahuje
aj podgraf K = H taky, ze

max degq(x) = p(H, H).

zeV(K)

Podobne nech w(H,H) je najmensie celé ¢islo s vlastnostou, ze kazdy graf G € H,

ktory obsahuje podgraf izomorfny s H, obsahuje aj podgraf K = H taky, ze

> degy(r) = w(H, H).
zeV(K)

Ak také celé ¢islo neexistuje, tak piseme ¢(H,H) = +oo (podobne pre w(H,H)).
Hovorime, ze graf H je lahky v triede grafov H ak ¢(H,H) < oo (alebo w(H, H) <
+00), inak hovorime, ze graf H je tazky v triede H. Teda H je tazky v triede H, ak
pre kazdé celé ¢islo m existuje graf G, € H taky, ze kazda izomorfna kopia grafu
H v G, obsahuje vrchol stupna > m v G,,,. Mnozina Tahkych grafov v triede H je
oznacena L(H).

Teoria I'ahkych grafov v roznych triedach rovinnych grafov je pomerne rozvinutéa
(pozri napr. prehladovy ¢lanok |6]); naproti tomu, vyskum lahkych grafov v triede
1-planarnych grafov je len v zaciatkoch.

Vsetky vysledky nasledujicej kapitoly sme ziskali rovnakym principom -
metddou prerozdelovania ndboja (angl. discharging method). Dokazujeme sporom

a predpokladame existenciu 1-planarneho grafu G, ktory neobsahuje dany Tahky
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podgraf. V grafe D(G)* = (V*, E*, F*) sa definuje prvotny naboj ¢ : VUF* — Z

podla nasledujucich schém:

Schéma 1: c(v

S

Schéma 2: c¢(v

(
(
(
(
(
(

) =2-degpgx(v) —6 pre kazdy vrchol v € V* a
) = degp(g)x(f) — 6 pre kazdt stenu f € F™*

) = degp(g)x(v) — 6 pre kazdy vrchol v € V* a

) =2-degpex(f) —6 pre kazdi stenu f € F*
) =
) =

f
Schéma 3: c(v) = degp )« (v) —4 pre kazdy vrchol v € V* a
c(f) = degp(g)x(f) —4 pre kazdd stenu f € F™*
Podla doésledkov Eulerovho vzorca plati > e¢(x) = —12 pre schému 1 a
TEFXUV X
schému 2, > c¢(x) = —8 pre schému 3. V dalSom prerozdelime prvotny

ZEFXUV X
naboj medzi vrcholmi a stenami D(G)* podla urcitych pravidiel, pricom celkova

suma nabojov zostane nezmeneni. V dokaze skimame lokalnu Struktaru grafu a
pre uvazovany podgraf oc¢akavame, Zze obsahuje vrchol dostato¢ne velkého stupna.

Po takomto prerozdeleni ziskame novy naboj ¢*: VU F* — Q ( o ()=
2€FXUVX

oo (a:)) Pre dosiahnutie sporu ukézeme, ze pre kazdy prvok x € VU F* je
zEFXUV X
c*(x) >0, z ¢oho vyplyva >,  ¢*(x) > 0. Prvok x € F* U V>, ktory bude mat
reFXUVX
kladny naboj, budeme nazyvat prebity. Naopak prvok x € F* UV ktory bude mat

zaporny naboj, budeme nazyvat nedobity.

4.2 Tahké grafy v triede 1-planarnych grafovs J = 5, 6

Podla |2] po pozmenenom pravidle (2.) plati:

Lema 4.1. Kazdy 1-plandrny graf minimdlneho stupria 6 obsahuje taki kruznicu

Cs, Ze kazdy jej vrchol je stupna < 10.

Doékaz. Na dokaz pouzijeme metodu prerozdelovania néboja so schémou 2.
Poznamenajme, ze D(G)* mé vrcholy minimalneho stupiia 4 (nepravé vrcholy),
nem4 ziadne H-vrcholy a s vrcholmi stupna 4 st susedné vrcholy stupna > 6. Vrcholy
stupfia > 11 budeme nazyvat velké vrcholy. V dalSom prerozdelime prvotné naboje

vrcholov a stien podla nasledujucich pravidiel:

(1.) Kazda >4-stena f odovzda = mal f) kazdému 4-vrcholu incidentnému so stenou
f (my(f) je pocet 4-vrcholov incidentnych so stenou f). Ak m4(f) = 0, tak sa

neposiela ziadny naboj.
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c(z)
n(z)

takému, 7e hrana xy je inciduje s aspon jednou 3-stenou (n)(z) je pocet

(2.) Kazdy velky vrchol x posiela naboj kazdému susednému 4-vrcholu y
4-vrcholov susediacich s x, ktoré maju horeuvedena vlastnost). Ak n/(z) =0,

naboj sa neodovzdava.
Uvazujme nasledujice pripady:

1. Nech f je r-stena grafu D(G)*. Ak r = 3, tak ¢*(z) = ¢(x) = 0. Inak je f bud
tplne vybita na 0 (pravidlo (1.)) alebo si zachova svoj prvotny néboj, ktory
bol kladny. Poznamenajme, ze m4(f) < [ 5] a nakoniec kazda >4-stena posiela

naboj =8 > 276 > 1 kazdému incidentnému 4-vrcholu.
ma(f) L5]

2. Nech z je d-vrchol grafu D(G)*. Ak 6 < d < 10, tak vrchol z mé prvotny naboj
nezaporny a ten sa pocas prerozdelovania nemeni. Podla pravidla (2.) je lahko
vidiet, ze ¢*(x) > 0 ak d > 11. Predpokladajme, 7ze d = 4. Ak x je incidentny
s aspon dvomi >4-stenami, tak ¢*(x) > —2+ 2 -1 = 0. Inak je x incidentny
s bud tromi alebo Styrmi 3-stenami. V prvom pripade tri 3-steny incidentné s x
tvoria dve kruznice C3 v G. Zrejme potom aspon jeden susedny vrchol vrchola
x musi byt velky. Kedze n)y(z) < 5], je ¢*(z) > —2+1+ lLllf;JG = 0. V druhom

pripade v8etky steny incidentné s vrcholom x tvoria $tyri 3-kruznice v G. Teda

aspoii dva susedné vrcholy vrchola x stt >11-vrcholy a ¢*(x) > —2+2- % =0
2
Zostrojili sme také prerozdelenie naboja, ze
>, c@)=0
ZEFXUV %
¢o je spor. O

Dany graf na obrazku 16 je l-planarny graf minimalneho stupna 6. Kazdy
podgraf izomorfny s C5 v hom obsahuje vrchol stupna > 10. Teda hodnota 10

z ¢lanku [2] je najlepsia mozna.

Veta 4.2. Kazdy 1-plandrny graf minimdlneho stuptia 5 a minimdlneho obvodu 4

obsahuje taki kruznicu Cy, Ze kazdy jej vrchol je stupnia < 9.

Doékaz. Na dokaz pouzijeme metodu prerozdelovania naboja podla schémy 2. Vrchol
stupiia > 10 budeme nazyvat velky. Taktiez budeme pouzivat Specidlne oznacenia.
Pre dany d-vrchol z budeme oznac¢ovat susedné vrcholy v D(G)* ako xy,xa, ..., 2q
v zapornom smere. f;, i = 1,...,d ozna¢ime stenu grafu D(G)*, ktora je incidentna

s vrcholmi z;, z, z;11(index modulo d). Ak f; je 4-stena tak z; budeme oznacovat
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Obréazok 16: 1-planarny graf minimélneho stupna 6

spolo¢ného suseda x; a x; 1 rozneho od x. Pravidla pre prerozdelovanie naboja su

nasledovné:

1.) Kazda stena f € F* odovzda —YL_ kazdému incidentnému 4- alebo 5-vrcholu
ma5(f)

(mas(f) je pocet incidentnych 4- alebo 5-vrcholom so stenou f; ak my5(f) = 0,

ziaden naboj sa neodovzdava).
(2.) Kazdy velky vrchol odovzda kazdému susednému vrcholu 2.
Nech ¢(v) oznacuje naboj vrchola v € V* po aplikovani pravidiel (1.) a (2.).

(3.) Kazdy 5-vrchol vs é(v) > 0 preposle naboj % kazdému susednému 4-vrcholu
(n4(v) je pocet 4-vrcholov susednych s vrcholom v; ak ny(v) = 0, Ziaden naboj

sa neodovzdava).
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Pre kazdy velky d-vrchol plati po aplikovani pravidla (2.): d — 6 — % -d >0
pre d > 10.

Vrcholy stupna 6 < d < 9 maju pri prvotnom nabiti ndboj > 0. Pouzitim
pravidiel neodovzdavaju ziadny naboj. Preto budeme v dal§om skumat iba vrcholy
stupna < 6.

Kazda r-stena ma po aplikovani pravidiel naboj nulovy (ak r = 3 alebo je
stena incidentna s nejakym 4- alebo 5-vrcholom) alebo nezaporny (pre r > 4

bez incidentnych 4- alebo 5-vrcholov).

1. Nech z je 5-vrchol. Jeho prvotny naboj je c(x) = —1. 5-vrchol z moze
byt incidentny s najviac tromi 3-stenami (inak by spolu s niektorymi dvomi
susedmi indukoval Cj, ¢o je spor). To znamend, 7e z inciduje s aspon dvomi

. s . . * 4—6
>4-stenami, teda podla pravidla (1.) je ¢*(z) > —1+2- 225 = (.

2. Nech z je 4-vrcholom; potom z je prieseénikovym (nepravym) vrcholom
v D(G)*. Teda vsetky jeho susedné vrcholy st uz pravé vrcholy stupiia aspoii
5. Kazdy 4-vrchol z je incidentny s najviac ak dvomi 3-stenami, a ak prave
s dvomi, tak st nesusedné (inak by sa v okoli vrchola = indukovala kruznica

(s, o je spor).

2.1. Ak vrchol z nie je incidentny so ziadnou 3-stenou, tak ma po pouziti
pravidla (1.) naboj ¢*(z) > —2+4-248 = —24+4.1 =0,

2.2. Nech z je incidentny s prave jednou 3-stenou (BUNV nech je to fy).
Ak niektora zo stien f1, fa, f3 je >6-stena, tak x bude mat naboj ¢*(z) >
—242- 2‘44—_6+ Z 66 6 — _242. +1 = 0. Podobne, ak st aspon dve zo stien
f1, f2, f3 >5-steny, potom ma x naboj ¢*(z) > -2+ 2 - 25 6+ 244—6 =
-2+ % + % = % > (. Preto mozeme uvazovat dalej tieto pr1pady:

2.2.1. Nech prave jedna zo stien fi, fo, f3 je b-stena. Predpokladajme
najprv, ze fi je b-stena (pripad steny f5 je symetricky). Ak fi je
incidentné s aspon jednym >6-vrcholom, tak ¢*(z) > —2+ 2 - % +

-6 — (. Dalej, ak x5 je >6-vrchol, tak ¢*(z) = —2 + 242, 20
2

1z > 0. Mozeme teda predpokladat, Ze obidva vrcholy z» a z3

si H-vrcholy. Potom kazdy z nich je incidentny s aspon tromi

>4-stenami, takze ¢(z5) > —143 +2- 2, e(wg) > —1+3-

) >

1
2 5
Pre vrchol x potom po uplatnenl Vsetkych pravidiel plati ¢*(z

4 1
—2+2-+:+24+2=2>0.
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2.2.2.

f)alej nech fy je 5-stena. Ak asponi jeden z vrcholov xy,x3 je
>6-vrchol, tak ¢*(z) > =2+ 5 4+ 20 + 250 = = > 0. Nech st
teraz oba vrcholy xs, x3 5-vrcholy. Potom opét zo a x3 st incidentné
s aspoil tromi >4-stenami a ¢(z2) > —1+ 3 +2- 1 = 2, ¢(z3) >

5
_1+§+2.%:§.Ztohoc*(x)2—2+2'%+§+2' :%>0'

SIS ||

Nech su vsetky fi, fo, f3 4-steny. Ak by oba vrcholy xzo,x3 boli
>6-vrcholy, tak ¢*(z) > —2 4 2 - MT’ﬁ + &2’6 = % > (. Takisto
je Tahké vidiet, ze ¢*(x) > 0 ak dva z vrcholov zy,...,x4 (okrem

r1,x4) sU stupna > 6. Ak oba z vrcholov zy,z4 su >6-vrcholy,

tak c(z2) > —1+ 2+ 2.5 = 2 (analogicky pre z3) a c*(z) >
2

—242- % + % +2-1= 1—10 > (. Navyse ak aspon jeden z vrcholov

x1, ..., x4 je velky, tak ¢*(x) > —2+2-%—|—§—|—§ = % > 0. V dalsej

analyze budeme predpokladat, Ze tieto pripady nenastavaju.

2.2.2.1. Nech aspon jeden z vrcholov 21, 23 je pravym vrcholom, BUNV

Z1. KedZe z4x92121 je 4-kruznica v G, 1 musi byt nutne velky
vrchol. Ak jeden z dvojice 1, x5 je >6-vrchol, tak ¢*(z) > —2 +
1+2~% = 0. Nech st oba vrcholy z1, z9 5-vrcholy. Potom ¢(xq) >
“ltgtiti= g am) 2 142 5+ 5+ =12 mle) <3,
ny(zg) <dac (e)>—2+2-3+34+82 +12 =2 >0.

2.2.2.2. Nech st oba vrcholy 21, 3 nepravymi vrcholmi.

2.2.2.2.1. Predpokladajme, ze %, je pravy vrchol. Najprv nech
nie je velky. Nech jeden z vrcholov xs, x3 je >6-vrchol, BUNV
nech je to xa, Nech x3 je 5-vrchol. Ak z3 méa za suseda velky
vrchol, tak é(x3) > —1 —1—162 3+ 242 =12 nyas) < 3a
c*(x) > —2—1—2-%%—%—1—% = % > 0. Ak z3 nem4 za suseda
velky vrchol, tak stena f’, ktord mé so stenou f3 spolo¢nu
hranu x32s, nemoze byt 3-stena (inak je porusena 1-planarita
G alebo vznikne l'ahka 4-kruznica). NavySe kedze %o je pravy
vrchol, najmenej jedna zo zvySnych dvoch stien incidentnych
s 3 (roznych od fy, f3, f') je >4-stena. Z toho ziskavame

(z3) > —143-3+2 =1 ny(zs) <daci(z) > —2+2-2+2+

1

= g > 0. Zostava vyriesit pripad ak Z; nie je velky vrchol a

obe vrcholy x5, x5 st 5-vrcholy. Vypocitajme naboj vrchola

Ql

NS

po aplikovani prvych dvoch pravidiel prerozdelovania (pripad
pre z3 je analogicky). Ak x5 je incidentny s najviac jednou
3-stenou, tak c(zy) > —1+4+4- % =1, ny(xze) < 4, teda zo
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preposle vrcholu x podla pravidla (3.) aspoi %. Nech x5

je incidentny s prave dvomi 3-stenami. Ak stena f”, ktord
ma spolo¢ni hranu Z;xs so stenou fi, je 3-stena, tak vrchol
u € " u # x9,2 je nutne velky (zjuxexy tvori 4-kruznicu).

Dostavame ¢(z2) > —1+3 -3 + 2 = ny(ze) < 3, teda

9

9
10°
xy odovzda vrcholu z podla pravidla (3.) aspon 1 = 13—0 > }l

naboja. Ak f” je >4-stena, potom pouzitim faktu, ze T je
pravy vrchol ziskavame, Ze x5 je incidentny s najmenej Styrmi
>4-stenami. Teda c(zs) > —1+4-3 = 1, na(z2) < 4, teda
x9 preposle vrcholu z podla pravidla (3.) aspoi }1. Zaverom
mozeme prehlasit, ze kazdy z vrcholov o, x3 posiela aspon }l
vrcholu z, a teda ¢*(z) > —2+3-1 421 =0.

Predpokladajme teraz, ze Zs je velky vrchol. Ak niektory
z vrcholov o, x3 je >6-vrchol, tak ¢*(x) > —2 + % + % +1=

L~ 0. Nech st teda oba vrcholy zs,x3 5-vrcholy. Potom

6
Bwg) > —1+2- 34242 =10 Gy > 142.1 424216
1

ac(e)>-2+2-5+2+2- 8 =1>0.

’“lcn‘oa

2.2.2.2.2. Nech kazdy z vrcholov %1, 29, Z3 je nepravy vrchol.

2.2.2.2.2.1. Predpokladajme najprv, ze prave jeden z x1, ..., x4
je >6-vrchol. Vdaka symetrii mozeme uvazovat, ze je to x;
alebo x5. Nech najprv x; je >6-vrchol. Ak x4 je incidentny
s najviac dvomi 3-stenami, tak ¢(zy) > —1 4 3 - % =
%, n4(ry) < 4 a x4 preposle vrcholu x podla pravidla
(3.) aspoi 3. Dalej nech x4 je incidentny s prave tromi
3-stenami. Potom hrana 23x, je incidentnd s 3-stenou
[Z3z4u]. Kedze z4zi23u je 4-kruznica v G, u je velky a
c(rg) > —-1+2- % + % = %, n4(z4) < 3 a x4 preposle vrcholu

z podla pravidla (3.) aspoii & > &. TakZe c(xz) > —1 +

2443 = Beley) 2 1431 = hoac) >
—2+2-142414342-1>0q,

Nech teraz xs je >6-vrchol. Potom ¢(x;) > —1+ % + % = %,
les) 2 ~142-b 4= Fac@) 2 2423 bt il =
=5 > 0.

2.2.2.2.2.2. Nech vSetci susedia x st 5-vrcholy. Poznamenajme,

7e kazdy z o, x3 je incidentny s aspon tromi >4-stenami.
—1+3~% 1

To znamend, Ze kazdy z nich preposiela aspon ——= = ¢
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vrcholu x podla pravidla (3.) (ak si 9,23 incidentné

s aspon Styrmi >4-stenami, tak prispevok vrcholu x je aspon
—1+4~% 1

1 =7 > é) Ak obidva vrcholy z1,x4 st incidentné

s aspoil tromi >4-stenami, tak ¢*(x) > —2+3- % +4- é = 0.

f)alej BUNYV predpokladajme, ze x; je incidentny s prave
dvomi >4-stenami. Potom je zrejmé, 7e existuje 3-stena
(212 w]. KedZe z421wxs je 4-kruznica v G, w musi byt velky
vrchol. Nésledne ny(z1) = 3, ¢(zy) > —14+2-3+2 = 2
= % > %. Analogicka
tvaha plati vdaka symetrii aj pre vrchol x4. Potom ¢*(z) >
1 1 2 1
—2+3§+2§+21—5—@>0

wo e

a x1 preposiela vrcholu x naboj 3

2.3. Nech z je incidentny s prave dvomi 3-stenami. BUNV nech st to f; a fs.
Potom jeden z vrcholov x1,. .., x4 musi byt velky. BUNV nech je to x.
Ak aj dalsi susedny vrchol vrehola x je velky, tak ¢*(z) > —2+2-242.2 =
Z > 0alebo ¢*(z) > —2+1+1+2-2 = 2 > 0. Takisto ak f3 je incidentna
s aspon dvomi >6-vrcholmi, tak ¢*(z) > —2+1+§+§ = %5 > (0. Podobne,
c*(z) > 0 ak fi je incidentna s asponi dvomi >6-vrcholmi a f3 s aspoi

jednym >6-vrcholom. Analyzujeme nasledujtce pripady:

2.3.1. Nech zy, 3,24 st 5-vrcholy. Ak f; je >5-stena, tak ¢(xzg) > —1 +

1+ 3 =3, naz )<4 E(x4) —1—|—2 s+ 2=2 ny(ry) <4a

c*(z) > 2+1+ + + 5 +% = > 0. Podobne, ak f3; je >5-stena,

tak c(zy) > —1+2+5+2 = 10, n4(a:4) < 4, c(azg) >-1+2+1=13,
ny(xe) <4 a c*(z )> —2+2+142 —|—1°+6:E>O

Dalej predpokladajme, ze obldve steny f; a f3 su 4-steny. Mozeme

navyse predpokladat, 7e &3 je nepravy vrchol (inak by bol 23 velky,

kedze Z3x3xomy je 4-kruznica a plati c(xg) > =1+ % + % + % = %,
ny(z3) < 3, ¢(zqg) > —1 +34+2+2-2=2 ny(ag) <3ac(z) >

17

—2+2-24+24+ 84 30 = >0)

2.3.1.1. Nech hrany Z3x3, T3x4 st incidentné iba s >4-stenami. V tomto
pripade mame ¢(x3) > —1+3-1 = 3, &(x4) > —143-5+2 = 75,
ny(x3) < 4, ng(xy) < 4. Ak n4(:1:4) < 3 tak ¢*(z) > -2+ 5 +
2 .2 10 4,3 . & _ 1 _
SHit+ Y +2 44 =5 > 0. Teraj nelchiu(:cz;) = 4. Ak
ny(zs) < 3tak ¢*(x) > —24+34+3+2+0+ 242 = 0. Nech teda
plati aj ny(x3) = 4. Uvazujme teraz steny a, 3,7, fo, f3, v kladnej
orientécii okolo vrchola x3. Mozeme predpokladat, ze v je 3-stena

9 1

(inak ¢*(z) > =2+ 3+ 242+ 10+ 24 & = & > 0). Ak niektora
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zo stien a, 3 je >5- stena tak c(mg) —142-3+2=%ac(z) >

—2—|—§+§—|—5+14—°—|—Z—|—% =3 > 0. Pretonecha: [z3Z3yw],

B = [xzwzq] su 4-steny. KedZe xoxyyz je 4-kruznica v G, jeden

z vrcholov y, z musi byt velky Potom c(xg) —1+2-i+2=2
C@)> 241424241548

2.3.1.2. Nech hrana 23z, je incidentna s prave jednou >4-stenou f3,
potom [Z3z4w’| je 3-stena. Kedze xjw'zszy je 4-kruzmica v G,
w’ musi byt velky vrchol. NavySe aspon jedna z hran w'z4, r114

je incidentna s >4-stenou. Preto ¢(zq) > -1+ +2+2-2 =2

30

ny(zy) < 3. Ak hrana xgi’g je incidentnad s dvomi >4-stenami,

tak c(xs) > —1+3 = 3. na(ws) <daci(z) > -2+5+3+
1

%—i— ki +2 4+ 8= 75 > 0. Teda, nech hrana 373 je incidentné

s prave Jednou 24—stenou f3. Potom stena [x3Z3w”] je 3-stenou.
Kedze x4xow3w” je 4-kruznica v G, tak w” musi byt velky. Kvoli
tomu dostéavame 5(:(;3) > —1 + 2. —|—§ = 2 ny(z3) < 3 a

57
29

c*(x) > 2—|— + 3 —|— —|—3°+ + ¢ —360>0

2.3.1.3. Nech hrana Z3r3 je incidentna s prave jednou >4-stenou f3;
potom [Zzxzw”] je 3-stena. Opét, w”z4xsxs je 4-kruznica v G,
a teda w” musi byt velky vrchol. Ak hrana xgw” je incidentné
s nejakou >4-stenou, tak c(x3) > —1 + + £ + = %,
ng(zs) < 3, ¢(xg) > 1435+ 2 = -5, n4(x4) §4ac (x) >
—2+%+§+§+%+ij+% = % > (. V opa¢nom pripade, uvazujme
stenu v # f5 incidentni s hranou xors. Ak v je >5—stena, tak
c(x3) > —1+ + —1—— = 10, c(xg) —1+ +— = 10, ng(z3) < 3,
n4(:1:'4)§4ac( )> —2+3+242 +1°+1°—|—1 = 5 > 0. Teraz
nech v je 4-stena. Potom n4(x3)3 Ak ny(z2) < 2, tak ¢*(z) >
—2+%+§+§+%+§+% = 120 > 0. Ak v dalsom ny(z5) = 3,
tak x5 je susedny s dvoma nepravymi vrcholmi leziacimi na stene
w # fi1, ktora je incidentna s hranou Z;xs. Z toho dostavame,
Ze w je >4-stena. Potom ¢(wp) > —1+2-3+2 =2 a ¢*(z) >

SO N - )
2.3.2 Nech z4 je >6-vrchol a x3,z3 st 5-vrcholy. NavySe mozeme
predpokladat, Zze fi, f3 s 4-steny (inak c*(z) > =2+ 1 + % + % =
1—15 > 0). Taktiez mozeme dalej predpokladat, ze vrchol Z3 je nepravy
(inak z3 je velky, kedZe Z3x,x9m3 je 4-kruznica, teda f3 je incidentna

s dvomi >6-vrcholmi).
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2.3.2.1. Ak obidva vrcholy x5, 3 st incidentné s aspon tromi >4-stenami,
potom ¢(xg) > —1+2- % + 3, n4(xs) < 4. To isté plati pre x3

2
a dostavame c*(x)2—2+2-§—|—5+2-%

= 1—5 > 0.
2.3.2.2. Nech z3 je teraz incidentny s prave dvomi >4-stenami. Potom
existuje 3-stena [r3Zsw]. Ak xyxoxszw je 4-kruznica v G, w je
velky a zrejme ng(x3) = 3. Ak teraz hrana xsw je incidentna
s >4-stenou, tak c¢(z3) > —1 + 2 - % + % = % Vzhl'adom
na to, ze ny(rs) < 4 a E(arg) > —1+ 4+ % = ¢ ziskavame
c(z) > —2+2-2 S+: 2 4 15 + £ 360 > 0. Teda predpokladajme,
ze x3w je 1n01dentna 1ba S 3—stenam1 [z323w], [rswy]. Nech je
y nepravym vrcholom. Uvazujme lokalnu Struktiru susednych
vrcholov vrchola xo. Nech a, 3,7, f1, fo st steny incidentné s x-
oznaCené v kladnej orientacii. Ak a je >5-stena, tak ¢(x3) >
—1+2+24+2 =18 ¢z, > —1+ +- = 15, nalws) =3,
ng(zs) <4ac(z) > -2+2-2+2 —l—*—i—4 = = > 0. Nech teda
a = [zox3y2] je 4-stena. Potom z je pravy vrchol, z ¢oho vyplyva
ng(xs) < 3. Ak x5 je incidentny s aspon tromi >4-stenami, tak
Gws) > —142:342 = 2aci(z) > —242. 2424343 = 13 5
Teda mozeme predpokladat’, 7e x5 je incidentny s presne dvomi
4-stenami f; a «. Potom obidve hrany z;z9 a x92 st incidentné
s 3-stenami, to znamend, ze T je pravy vrchol a n4(x2) < 2.
V tomto pripade ziskame ¢*(z) > —2—1—2%—1—%—1—"1”%5—1—% = m > 0.
2.3.3 Nech 3 je >6-vrchol a 9,24 s 5-vrcholy. Opaf mozeme
predpokladat, ze obidve steny fi, f3 st 4-steny (inak ¢*(z) > —2 +
14+ 242 ==L >0)a 23 je nepravy vrchol (inak 23 je velky kedze
T3w4T973 je 4-kruznica, a preto je fs incidentna s dvomi >6-vrcholmi).
—142-5 242 =38 ny(zy) <dac(z) > -2+2-2+2+
L 4+ & = L > 0. Takze predpokladajme v dalsom, Zze x4 je
1nc1dentny s presne dvomi >4-stenami. Potom tam existuje 3-stena

Ak x4 je incidentny s aspoii tromi >4-stenami, tak c(xy) >

[Z3zqw|. Kedze x4x2x3w je 4—kruinica w musi byt velky vrchol.
Z toho ¢(xy) > —1 +1 +242-2 =2 ny(zg) <3ac(z) >
—242-24+24 & ks +j:—>0

Tymto sme ziskali také prerozdelenie naboja, ze >  ¢*(x) > 0, ¢o je spor.
2EFXUV X -
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Podmienka obvodu 4 je v uvedenej vete podstatnd, lebo v triede 1-planarnych
grafov. minimalneho stupna 5 kruznica Cj nie je Tahkd, ¢o ukazuje nasledujica

konstrukcia zobrazena aj na obrazku 17.

a
a“\ Cia i Ci a G Ay Cin ., Cisr a,.,
_____ 1t3i-2 d, Oi1 d;, O d, O d., Dii2 m-@

b

Obrazok 17: Cy je tazka v triede 1-planarnych grafov minimélneho stupna 5

]7

[b1d1bady .. .bmdm] a dva nové vrcholy a,b. Pridajme nové hrany aag, acy,

Pre parne m > 4 vezmime dve m-Kkruznice [a101a202...a%07

of3

bby, bdy, arari1, bpbry1, crdy, cxdpie pre kK = 1,...,m (indexy modulo m).
Vzniknuty graf je 1-planarny minimélneho stupna 5 a kazdy jeho podgraf izomorfny

s Cy4 obsahuje m-vrchol.

Veta 4.3. Kazdy 1-plandrny graf minimdlneho stuptia 5 a minimdlneho obvodu 4

obsahuje taki 4-hviezdu Sy, Ze kazZdy jej vrchol je stupna < 11.

Doékaz. Budeme dokazovat pomocou metody prerozdelovania naboja so schémou
2. Poznamenajme, ze D(G)* ma vrcholy minimalneho stupiia 4 (nepravé vrcholy),
ktoré su susedné s >5-vrcholmi. Velké vrcholy buda v tomto pripade >12-vrcholy.
V dalsom prerozdelime prvotné naboje vrcholov a stien tak, aby koneény sucet

nabojov bol rovnaky. Budeme postupovat podla nasledujicich pravidiel:

(1.) Kazda >4-stena f odovzda mi(g()f) kazdému 4- alebo 5-vrcholu incidentnému

so stenou f (my5(f) je pocet 4- alebo 5- vrcholov incidentnych so stenou f).

Ak my5(f) = 0, tak sa ziaden naboj neposiela.

36



(2.) Kazdy velky vrchol = odovzda % kazdému 5-vrcholu susednému s vrcholom x

v povodnom grafe G.

Nech ¢(v) je naboj vrchola v € V* po uskuto¢neni pravidiel (1.) a (2.)

3.) Kazdy 5-vrchol v s ¢(v) > 0 odovzda ) kazdému susednému 4-vrcholu
na(v)
(n4(v) je pocet susednych 4-vrcholov s vrcholom v). Ak ny(v) = 0, tak sa

ziaden naboj neposiela.

Nech f je r-stena. Ak r = 3, tak ¢*(f) = ¢(f) = 0. Pre r > 4 budu néboje
po prerozdeleni bud rovné 0 alebo kladné. Pre vrcholy stupiia 6 az 11 je prvotny
naboj nezaporny. Na tieto vrcholy sa ziadne pravidlo nevztahuje, ich naboj zostava
nezaporny. Z formulacie pravidla (2.) vyplyva, ze kazdy velky vrchol posiela naboj
% kazdému susednému 5-vrcholu v G. Velky d-vrchol x méa najviac d susednych
5-vrcholov v G. Z toho plynie ¢*(z) > d—6— % od = %l—6 >0 pred > 12.V dalsom

budeme uvazovat vrcholy stupna 5 a 4.

1. Nech z je 5-vrchol. Poznamenajme, 7e = susedi v G s aspon dvomi velkymi
vrcholmi (inak 4 jeho susedia s nim vytvéaraju Tahka 4-hviezdu, ¢o je spor),
a teda dostava od nich prispevok aspon 2 - % Dalgi naboj bude dostavat
od incidentnych >4-stien. Kazd4 >4-stena odovzda naboj aspon % = %
Rozoberieme teraz vSetky mozné okolia 5-vrcholu z, ¢o bude dolezité v analyze
4-vrcholov. Dielom budeme nazyvat naboj d(z) = ni(g),

x odovzda susediacemu 4-vrcholu podl'a pravidla (3.).

ktory prebity 5-vrchol

1.1. Ak je x incidentny so samymi >4-stenami, jeho ndboj bude

é(r) > —1+5-2+2-3 =25 adiel bude d(z) > 2 = 1.

oo

1.2. Ak je x incidentny s prave jednou 3-stenou, jeho naboj bude

d(x) > —1+4-1+2.1=2adiel bude d(z) > 2 = 1.
1.3. Ak je x incidentny s dvoma nesusednymi 3-stenami, jeho naboj bude
3
é(r) > —1+3-1+2.1 =2 adiel bude d(z) > 2 = 1.
1.4. Ak je x incidentny s dvoma susednymi 3-stenami, jeho ndboj bude
3
e(x) > -1+3-1+2-1=2adiel bude d(z) > 2 = 2.

1.5. Ak je x incidentny s troma 3-stenami, jeho naboj bude
c(z) > —142-5+2-5=1adiel bude d(z) > 3.

Zrejme 5-vrchol bude mat vzdy nezaporny naboj po prerozdeleni; dokonca

v kazdom pripade posiela 5-vrchol pri pravidle (3.) naboj aspoi %
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2. Nech x je 4-vrchol. Je teda nepravy a inciduje s najviac dvoma 3-stenami a ak

prave s dvoma, tak st nesusedné (inak v okoli = existuje C3, ¢o je spor).

2.1. Nech x inciduje iba s >4-stenami. Potom podla pravidla (1.) plati ¢(x) >
—244-3=0.

2.2. Nech z je incidentny s asponi jednou 3-stenou, oznaCme ju f. Dalsie
incidentné vrcholy s f nech st y a z. Nech steny susedné s f a incidentné
s vrcholmi x,y (resp. x, z) st oznacené f; (resp. f2). Pripomenme, 7e f;
a fo musia byt >4-steny. Zamerajme sa na stenu f;. Nech vrchol leziaci
na f1, susedny s x a rozny od y je oznaceny ako 1. Ak st obidva vrcholy
y a y' stupha > 6, tak f; posiela vrcholu x podla pravidla (1.) aspon
2'42—_6 = 1. BUNV, nech y je 5-vrchol a nech vy’ je >6-vrchol. Potom f;
posiela podla pravidla (1.) naboj aspon % = % a 5-vrchol y podla
pravidla (3.) posiela aspon % vrcholu z. Spolo¢ne dostava x naboj aspon
1. Nakoniec ak st oba vrcholy y a i prave 5-vrcholy, tak fi posiela vrcholu
x aspon % = % a vy, 3y posielaju aspon 2 - % Prispevok od steny f; a
vrcholov y, /' je vidy aspon 1. To isté plati pre stenu f5. Z toho dostavame

() > —2+42-1=0,

Zostrojili sme prerozdelenie ndboja, pri ktorom

Y @) >0

zeFXUVX

¢o je spor. ]

Podmienka minimélneho obvodu 4 je v tomto tvrdeni podstatna, pretoze podla

lemy 5.2 je 4-hviezda S, tazkd v triede 1-planarnych grafov minimélneho stupna 5.

Veta 4.4. Kazdy 1-plandrny graf minimdlneho stuptia 5 a minimdlneho obvodu 4

obsahuje taki 3-hviezdu Ss, Ze kaZdy jej vrchol je stupnia < 8.

Dékaz. Rovnakym sposobom ako v predchadzajicej vete 4.3; zmena nastava len
v pravidle (2.), ked velky vrchol = stupiia aspon 9 posiela % kazdému susednému
5-vrcholu v pévodnom grafe. Vzhladom na to bude mat velky vrchol z stupna d
po vykonani v8etkych pravidiel naboj ¢*(x) > d — 6 — % -d>0pred>09.

Kazdy 5-vrchol je susedny v G s aspon tromi velkymi vrcholmi. Pri analyze
5-vrcholov nastane oproti predoslému dokazu zmena jedine v prispevku od velkych
vrcholov. Bude to 3 -3 = 1 (rovnako ako v predchadzajicom dokaze 2 - 3 = 1).
Diel % v pravidle (3.) sa zachova. Z toho vyplyva, ze analyza 4-vrcholov prebehne

rovnako. O
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4.3 Trieda 1-planarnych grafov minimalneho stupna 7
Hovorime, 7e hrana uv v grafe G je typu (degq(u),degqs(v)).
Veta 4.5. Kazdy 1-plandrny graf minimdlneho stuptia 7 obsahuje hranu typu (7,7).

Doékaz. Na dokaz pouzijeme metodu prerozdelovania naboja so schémou 3. Budeme
predpokladat, 7ze existuje 1-planarny graf G = (V, F') miniméalneho stupnia 7 taky,
7e kazda jeho hrana je typu (>8,>8) alebo (7,>8). Nech D(G)* je rovinnym

asociovanym grafom G. Pravidla pre prerozdelovanie naboja budu nasledovné:

(1.) Kazdy >7-vrchol v € V" preposle % kazdej incidentnej 3-stene (k(v) je pocet

incidentnych 3-stien s vrcholom v). Ak k(v) = 0, tak sa ziaden naboj neposiela.

(2.) Kazda 3-stena prebita po aplikovani pravidla (1.) preposle incidentnému

7-vrcholu %
Docasny naboj vrchola v € V* po aplikovani pravidiel (1.) a (2.) ozna¢ime ¢(v).

(3.) Kazdy 7-vrchol v s ¢(v) > 0 preposle incidentnym nepravym 3-stenam

rovnomerne ]f,((vv)) (k' (v) je pocet nepravych 3-stien incidentnych s vrcholom v).

Ak K'(v) = 0, tak sa Ziaden naboj neposiela.

V grafe D(G)* maju vSetky vrcholy a vSetky >4-steny po prvotnom rozdeleni
nezaporny naboj. Jedine 3-steny maji naboj —1. V dalSom budeme analyzovat
3-steny grafu D(G)*:

1. VS8etky vrcholy incidentné s 3-stenou f su pravé >8-vrcholy. Podla pravidla
(1.) pre 3-stenu f potom plati ¢*(f) > —1+3-52=1>0.

2. Vrcholy incidentné s 3-stenou f su pravé, pricom préave jeden je 7-vrchol.
Ostatné dva musia byt teda >8-vrcholy. Podla pravidla (1.) pre 3-stenu f
- 8—4 | T—4 _ 3 N4 , .
potom plati ¢*(f) > —1+ 2. %= + == = 5. Nésledne f podla pravidla (2.)
3_ 3

odovzd4 incidentnému 7-vrcholu naboj 2, bude teda ¢*(f) > 2 -2 =0

3. Préve jeden z vrcholov incidentnych s 3-stenou f je nepravy vrchol. Oznac¢me
ho z.
3.1. Nech su dalsie dva vrcholy incidentné so stenou f >8-vrcholy. Potom
H(f)>—-1+2-52=0.

3.2. Nech s f s dalej incidentné jeden 7-vrchol a >8-vrchol.
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3.2.1. Ak je nejakd stena incidentnd so 7-vrcholom >4-stena, tak plati
C(f)> 14T s

3.2.2. Ak je nejakd stena incidentnd s >8-vrcholom >4-stena, tak plati
x 7—4 | 8—4 _
c (f)Z—l—i-T-i-g—O

3.2.3. Nech su teraz vSetky steny incidentné so 7-vrcholom a s >8-vrcholom
3-stenami. Ur¢ite potom musi 7-vrchol incidovat s aspon jednou
pravou 3-stenou (nepravych 3-stien je nanajvys 6). Ta je prebita
> %, podla pravidla (2.) preposle tento néboj spat 7-vrcholu.
Podl'a pravidla (3.) bude prispevok od 7-vrchola nepravym 3-stenam

3

po%:ﬁ.Prefpotomplatic*(f)2—1+%+8%4+ﬁ:0

Tymto sme ziskali také prerozdelenie ndboja, 76 >  ¢*(z) >0, ¢o je spor. [
zeF XUV X

Veta 4.6. Kazdy 1-plandrny graf minimdlneho stupna 7 obsahuje taky podgraf Ky,

ktorého kaZdy vrchol je stupna < 13.

Doékaz. Budeme dokazovat metodou prerozdelovania naboja pomocou schémy 2.
Vrchol stupna > 14 budeme nazyvat velky, vrchol stupiia 7 a7z 13 stredny. V dalsom

prerozdelime prvotny naboj podla nasledujicich pravidiel:

(1.) Kazda >4-stena f € F* posle rovnomerne T;i{}) kazdému incidentnému

4-vrcholu (my4(f) je pocet incidentnych 4-vrcholov so stenou f). Ak my(f) =0,

tak sa ziaden naboj neposiela.
(2.) Kazdy stredny vrchol v € V> preposle 1 kazdému susednému 4-vrcholu.

(3.) Nech [zyz] je 3-stena D(G)*, nech x je 4-vrchol a y je stredny vrchol. Potom

y posle dodatocne 1—14 vrcholu z.
v 1. 97, .~ ~ 4 v 12 4
(4.) Kazdy velky vrchol v € V* preposle 2 kazdému susednému 4-vrcholu.

(5.) Nech [zyz] je 3-stena D(G)*, nech x je 4-vrchol a y je velky vrchol. Potom y

posle dodatocne % vrcholu .

Je zrejmé, 7e prvotny néboj je pre kazdu stenu a pre kazdy pravy vrchol

nezaporny, jedine pre nepravé 4-vrcholy je prvotny naboj zdporny.

1. Nech z je 4-vrchol grafu D(G)*. Poznamenajme, 7e vSetky jeho susedné
vrcholy st >7-vrcholy. Ak z je incidentny s aspoii dvomi >4-stenami tak podla
pravidla (1.) bude ¢*(z) > —2+2- 208 = —242.1 = 0. Ak z je incidentny

s prave jednou >4-stenou, tak po aplikovani pravidiel (1.), (2.) a (3.) dostaneme
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c(x) > =2+ % +4- % +6- ﬁ = 0 (ak by bol niektory sused vrchola x velky,

4
7

so samymi 3-stenami, tak aspon jeden zo susedov vrchola x je velky. PouZitim
- ) « 1 1,4 2 _
pravidiel (2.), (3.), (4.) a (5.) dostavame c*(z) > —2+3-2+6-; +z+2-2 = 0.

posielal by namiesto % az = a namiesto 1—14 az %) Nakoniec, ak z je incidentny

2. Nech z je stredny d-vrchol. Takyto vrchol z je pouzivany v pravidlach (2.) a
(3.). Kedze pravidlo (3.) iba prerozdeluje nepouzity naboj z pravidla (2.), tak
plati: ¢*(z) Zd—ﬁ—%'dZOpredZT

3. Nech x je velky d-vrchol. Podla podobnej argumenticie ako
v predchadzajicom pripade plati ¢*(x) > d — 6 — % -d >0 pred>14.
Tymto sme ziskali také prerozdelenie naboja, ze >  ¢*(x) >0, ¢o je spor. [
TEFX UV

Veta 4.7. Kazdy 1-plandrny graf minimdlneho stupnia 7 obsahuje taky podgraf Cs,
ktorého kaZdy vrchol je stupna < 9.

Doékaz. Budeme dokazovat metodou prerozdelovania naboja pomocou schémy 2.
Pre potreby tohto dokazu budeme nazyvat >10-vrchol velky. Taktiez budeme
pouzivat Speciadlne oznacenia. Pre danu d-stenu f budeme oznacovat incidentné
vrcholy steny v D(G)* ako x1, xa, .. ., x4 v zApornom smere. f;, i = 1,...,d ozna¢ime
stenu grafu D(G)*, ktora je susedna s f a incidentnd s vrcholmi x;,x;;;(index
modulo d) na hranici steny. Ak f; je 3-stena [r;x;112], tak z budeme oznacovat
ako . Stenu susedni s 3-stenou f; a incidentna s vrcholmi x;, 2} (resp. z}, ;1)
oznacime g¥ (resp. g!). Ak g7 (resp. g!) bude 3-stena [z;7}a] (resp. [z}z;11b]), tak
vrchol a (resp. b) oznaéime ako z? (resp. zl).
Pravidla pre prerozdelenie prvotného naboja st nasledovné:

(1.) Kazda >4-stena preposle kazdému incidentnému nepravému vrcholu naboj %
(2.) Kazda >4-stena f preposle 4-vrcholu x} néboj %

pravé vrcholy (my(f) je pocet 4-vrcholov incidentnych so stenou f, t(f) je

, ak x; a x;.1 boli

pocet trojuholnikovych stien susednych so stenou f). Ak ¢(f) = 0, tak sa

ziaden naboj neposiela.

(H)—Ema(f)

3.) Kazda >4-stena f preposle 4-vrcholu z; naboj = , ak % a x;y1 boli
2.4(f) ¢

pravé vrcholy.

o(f) = Lma(f)
T

l

(4.) Kazda >4-stena f preposle 4-vrcholu z¥ (resp. ;) naboj , ak 7} a

x; (resp. x; a z;41) boli pravé vrcholy.
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(5.) Kazdy pravy vrchol posle % susednému nepravému vrcholu.

(6.) Kazdy pravy vrchol leziaci na 3-stene s prave jednym nepravym vrcholom posle

tomuto 4-vrcholu naboj

(7.) Nech [z1x9x3] je 3-stena, vrchol z; je velky a nech f; je 3-stena s nepravym

vrcholom . Velky vrchol z; posle 2 vrcholu .

(8.) Nech [z122x3] je 3-stena, vrchol 2 je velky, jeden z vrcholov xs, x5 je nepravy

a nech fy je 3-stena. Velky vrchol x; posle % nepravému vrcholu na stene fs.

(9.) Nech [zyzox3] je 3-stena, vrchol zp je velky, vrchol zy (resp. x3) je pravy a
nech f5 je 3-stena s pravym vrcholom z,. Velky vrchol x; posle % nepravému

vrcholu 28 (resp. ).

I

Pomocné tvrdenie: Podla pravidla (2.) sa 4-vrcholu odosiela aspoi

Dékaz. Majme d-stenu f, teda ¢(f) = 2-d — 6. So stenou f moze byt incidentnych
najviac || 4-vrcholov, teda ma(f

) < |2]. d-stena f moZze mat najviac d susednych
3-stien; t(f) < d. Podla pravidla (2.) sa

4-vrcholu moze odoslat aspon w >
2.d—6-1]4] K 6 4 6 17 6 )
=2 G225 =2—g—i=i— g2 ped=4 O

Kazdy pravy vrchol méa prvotny naboj aspon 1, kazda stena mé nezaporny naboj.

Staci analyzovat vrcholy stupiia 4. Nech z je teda nepravy vrchol.

1. Nech z je incidentny iba s >4-stenami. Kazda potom odovzd4d naboj %

(pravidlo (1.)). Pre novy néboj plati: ¢*(z) > -2+ 4.1 = 0.

2. Nech z je incidentny s prave jednou 3-stenou a dal$§imi >4-stenami. 4-steny
odovzdaju po nabOJl =. Susedné vrcholy vrchola x odovzdaju (pravidlo (5.)).

Pre novy néboj plati: ¢*(x )Z—2+3-§+4.7:ﬁ>0_

3. Nech z je incidentny s prave dvomi 3-stenami (susednymi alebo nie) a
dal$imi >4-stenami. 4-steny odovzdaji po ndboji 5 1 Susedné vrcholy vrchola =
odovzdaju po % a podl'a pravidla (6.) sa odovzda este 4 ;- Podl'a pravidla (3.)
sa odovzda aspoi 2.1. Pre novy naboj plati: ¢*(x) > —2+2-§+4-7+4-ﬁ+2-§
= > 0.

4. Nech z je incidentny s prave jednou >4-stenou (ozna¢me f) a dalsimi
3-stenami. Susedné vrcholy = ozna¢me ako zy, x9, T3, x4 Vv zdpornom smere,
pricom z; a x4 su incidentné so stenou f. 3-steny incidentné s vrcholom =z

a vrcholmi xq,25 (29,23 resp. x3,x1) oznacime ako fi (f resp. f3). 4-stena f
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odovzda naboj aspon % Susedné vrcholy vrchola z odovzdaju po % a podla

pravidla (6.) odovzdaju este 6- 1—14. Podla pravidla (3.) odovzda stena f vrcholu
z 2-%. Pre novy néboj plati: ¢*(z) > —2+3+4-1+6- 5 +2-£ = —1. V dalfom
ukazeme, ze vzdy sa ziska naboj aspon }l, ¢im sa dosiahne nezédporny naboj

vrchola z.

4.1. Ak aspon jedna zo stien susednych s niektorou z fi, fo, f3 rozna od f je

>4-stena, tak podla pravidla (2.) bude pridany naboj aspoi }l.

4.2. Ak st vSetky steny susedné so stenami fi, fo, f3 rozne od f (oznacme
fi, f5, f3) prave 3-steny, tak mozu nastat iba tieto pripady: (Doteraz

neoznacené vrcholy stien f], f5 a f} ozna¢ime postupne ako z/, x4 a z3.)

4.2.1. Ak st obidva 2} a 2 pravé, tak musia byt velké. Podla pravidla (7.)
posielaji spolu 2 - % = % > i.

4.2.2. Ak je 2| pravy a z% nepravy (symetricky pre x4 pravy), tak x] musi
byt velky a bude vrcholu x posielat naboj 1—1. Doteraz neoznaceni
stenu incidentnt s x4 a x3 ozna¢ime ¢4 a stenu incidentnii s x4 a x4
ako gi.

4.2.2.1. Ak je niektora zo stien g4 a g5 >4-stena, tak pomocou pravidla
4-6-1.2

. L2
(4.) vrcholu z odosle aspoit —— 2

= %. Spolu teda % —l—% =
4.2.2.2. Ak st obidve g} a g5 3-steny, tak doteraz neoznacené vrcholy g}
a ¢4 musia byt velké. Aplikiciou pravidla (9.) odosla vrcholu x
po naboji 23—8. Spolu f’—4+2-% = % >%
4.2.3. Ak ziadny z vrcholov z a x% nie je pravy, tak analogicky analyze
v pripadoch 4.2.2.1. a 4.2.2.2. je zrejmé, 7e aj zo strany x| aj zo strany
1 3

/ Jominfl 9.31 _ oorl 37 1 <
3 sa odosle min{g,2-5c} = min{g, 77} = g. A teda sa vrcholu odosle
1

SN 11
aspoli naboj 2 - ¢ = 7.

5. Nech je x incidentny so samymi 3-stenami. Po aplikovani pravidiel (5.) a (6.) sa
nadobudne do¢asny naboj ¢*(z) > —2+4-1 +8- 5 = —%. Prezna¢me vrchol
x na xj. Vyberme niektord z incidentnych 3-stien a ozna¢me ju f. Ostatné

vrcholy steny f budu zrejme x5 a x3. Zamerajme sa teraz na stenu fs.

5.1. Ak je stena fo >4-stena, tak podla pravidla (2.) posiela vrcholu

) -1
prispevok aspon 7.

5.2. Nech je teda fy 3-stena.

43



5.2.1. Ak 2, je pravy vrchol, nutne musi byt velky. Podla pravidla (7.)

posiela vrcholu x; ndboj 13—4.
5.2.2. Nech 7, je nepravy vrchol. Zameriame sa na steny g5 a gb.

5.2.2.1. Ak st obidve steny gb a ¢, >4-steny, tak podla pravidla (4.)

) 1_1
dostane z; prispevok 2 - ¢ = 1.

5.2.2.2. Ak je niektora zo stien gb a g 3-stena, tak prislugny vrchol
2 alebo zb, musi byt velky. Podla pravidla (9.) odovzd4 naboj
% a podla pravidla (4.) sa este preposle %, dokopy x; dostane
34113
28 T8 T 56

5.2.2.3. Ak su obidve steny g} a gb 3-steny, tak vrcholy 5 a ¥}, musia byt

3 _ 3

velké. Podla pravidla (9.) odovzdaji vrcholu x1 ndboj 2 - 55 = 7.

Vrchol x; = x podla predchadzajicej analyzy dostane naboj o velkosti aspoii
min{f—4, 411, é—g = % z kazdej strany. Teda celkovy novy naboj vrchola z bude

() > 244 48 L4420

Ak f je k-stena (k > 4), tak zrejme po vykonani pravidla (1.) plati: ¢*(f) > 2-k —
6—%-m4(f) ZZ-k—G—%-L%j ZZ-k—ﬁ—%ZO pre k > 4. Dalgie pravidla
tykajiuce sa >4-stien sa uplatiiuji iba, ak je nejaky zvy$ny naboj po pravidle (1.)
pripadne po pravidle (2.) a rozdeluje sa rovnomerne.

Ak y je stredny [-vrchol, tak opéat po aplikovani pravidla (5.) plati ¢*(y) >
I|—6—2-1>0prel> 7. Pravidlo (6.) vztahujice sa na stredné vrcholy sa uplatni
iba, ak sa neuplatnilo celkom pravidlo (5.) a prerozdeluje sa rovnomerne.

Ak z je velky k-vrchol, tak po aplikovani pravidiel (5.) a (7.) plati ¢*(z) >
k—6— % -k — % -k >0 pre k > 10. Ostatné pravidla sa uplatiiuja iba, ak zostal
nejaky kladny naboj a prerozdeluje sa rovnomerne.

Tymto sme ziskali také prerozdelenie naboja, ze >  ¢*(x) > 0, ¢o je spor.
zEFXUV
]

Nech K33 oznacuje Ks3 s pridanou hranou medzi vrcholmi prvej (t.j. mensej)
biparticie.

Veta 4.8. Kazdyj 1-plandrny graf minimdlneho stuptia 7 obsahuje taky podgraf K3 s,
ktorého kaZdy vrchol je stupna < 13.

Doékaz. Budeme dokazovat metddou prerozdelovania ndboja pouzitim schémy 3. Pre
potreby dokazu budeme nazyvat vrchol stupna 7 az 13 stredny a vrchol stupnia > 14

velky. Pravidla pre prerozdelovanie naboja:
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(1.) Kazdy stredny vrchol v € V* preposle % kazdej incidentnej 3-stene.

(2.) Nech [zyz] je 3-stena D(G)*. Nech f je >4-stena incidentna s hranou zy.
Potom pravy vrchol v € V* susedny s z alebo y, incidentny so stenou f

preposle 13—4 stene [ryz].
(3.) Kazdy velky vrchol v € V* preposle 7 kazdej incidentnej 3-stene.

(4.) Nech [zyz] je 3-stena, nech [yzv] je susedné 3-stena pricom v je velky vrchol.

Potom vrchol v € V* prepogle % stene [zyz].

(5.) Kazda 3-stena f € F* prebita po pravidlach (1.)-(4.) preposle rovnomerne

kazdej susednej nedobitej 3-stene.
(6.) Kazda >5-stena odovzda naboj % kazdej susednej 3-stene.

V grafe D(G)* maja vietky vrcholy a vSetky >4-steny po prvotnom rozdeleni
nezaporny naboj. Naboj 4-vrcholov a 4-stien sa vplyvom pravidiel prerozdelenia
nemeni, zostava nulovy. Naboj r-steny (r > 5) je ovplyvneny pravidlom (6.) no
zostava nezaporny, kedze r — 4 — % -7 >0 prer >5.

Stredny d-vrchol pravidlom (2.) v skuto¢nosti iba prerozdeluje naboj, ktory sa
mohol odovzdat v pravidle (1.), no neuplatnilo sa. Pre stredny vrchol stupiia d
po aplikovani pravidiel (1.) a (2.) plati: d — 4 — % -d>0pred>"T.

Ak sa na velky vrchol stupna d v smere konkrétnej incidentnej steny uplatiuja

pravidld (3.) a (4.), tak sa moze odovzdat najviac 2 + = 2. Ak je vSak dan4 stena

7
>4-stena, tak sa moze uplatnit pravidlo (2.) a moze sa odoslat najviac ak 2- 1—1 = %
Pre velky vrchol potom plati: d — 4 — % -d>0, d>14.

3-steny maju prvotny naboj —1. V dalsom budeme analyzovat 3-steny grafu

D(G)*. Existuju takéto typy 3-stien:

1. Niektory vrchol incidentny s 3-stenou f je velky. Ak su ostatné dva vrcholy
stredné, tak podla pravidiel (3.) a (1.) bude novy naboj steny c*(f) > —1 +
3

% +2- % = 2 > 0. Ak je jeden z vrcholov steny f nepravy, tak podobne

% 4 —
(f)>2-1+57+2=0.

2. Vgetky vrcholy incidentné s 3-stenou f st stredné vrcholy. Potom kazdy
z vrcholov podla pravidla (1.) preposle 3-stene naboj % Pre 3-stenu f potom
plati ¢*(f) > -1+3-2=2>0.

3. Prave jeden z vrcholov incidentnych s 3-stenou f je nepravy vrchol. Oznac¢me

postupne vrcholy 3-steny f ako = a y pre pravé vrcholy a ¢ pre nepravy vrchol.
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Nech su vrcholy z a y stredné (keby bol niektory z vrcholov = alebo y velky
vrchol, tak argument podla pripadu 1.). Od vrcholov = a y dostane stena f
6

. p . 3
vzdy néboj 2- 2 = 2.

3.1. Oznacme steny incidentné s hranami zy (zc resp. yc) ako fi (fa resp. f3).
Nech niektora z nich je >4-stena. Ak stena fs resp. f3 je >4-stena, tak
pouZzitim pravidiel (1.) a (2.) bude naboj steny ¢*(f) > —1+2+34 32 =
ﬁ > 0. Ak stena f; je >5-stena, tak aplikovanim pravidla (6.) dostane
stena f prispevok % Spolu teda ¢*(f) > —1 + % + % + % = % > 0. Ak je

f1 prave 4-stena, tak musi byt incidentn& okrem vrcholov x a y s dalsim

3

7 stene f. Znovu

pravym vrcholom. Ten pouzitim pravidla (2.) posiela
teda c*(f) > —1+2+2+ 32 =4 >0
3.2. Nech teda vSetky steny fi1, fo a f3 st 3-steny. Doposial neoznaceny vrchol

na stene f; oznaCme z.

3.2.1. Ak vrchol z je pravy, musi byt nutne velky. (Alebo je velky niektory
z vrcholov 2 resp. 2" patriaci fo resp. f3 (ak by z, 2/, 2 boli stredné,
mame lahkia K3 3)). Teda podla pravidla (4.) posiela stene f naboj
7- To znamend, ze ¢*(f) > =1+ 32 + 2+ 1 =0.

3.2.2. Nech teda vrchol z je nepravy a 2/, z” st stredné. Oznacme g; resp.
go stenu incidentnu s hranou zz resp. yz. Ak su obidve >4-steny tak
pomocou pravidiel (1.) a (2.) ma stena f; naboj aspoit —1 +2- 2 +
2 - 13’—4 = % Podl'a pravidla (5.) sa tento naboj cely odosle stene f,
teda c*(f) > -1+ % + % +% = % > 0. BUNV nech teraz g; je 3-stena
a ¢go je >4-stena. Na stene g; sa objavi velky vrchol. Ten podla
pravidla (4.) posiela stene fi ndboj 1 a zaru¢i nezdporny naboj steny
g1 (pripad 1.). Stena f; obdrzi aj prispevok 1—34 od vrchola na stene gs.
Docasny naboj f; teda bude —1 + % + % + % + 13—4 = %. Tento naboj
sa podla pravidla (5.) odovzda cely stene f. Potom plati ¢*(f) >
—1+%+%+1—i = ﬁ > (). Nech st teraz obidve steny g; a go 3-stenami.
Potom ale na stenach g; a g sa musia objavit velké vrcholy. Vdaka
prispevku % pri pravidle (3.) sa dosiahne nezaporny naboj stien g; a
g2 (pripad 1.). Dalej velké vrcholy aplikovanim pravidla (4.) preposla
stene f1 spolo¢ne naboj % Stena f; bude mat po aplikovani pravidiel
(1.) a (4.) naboj ¢*(f1) > =1+ 2 + 2 + 2 = 1. Tento naboj sa podla
pravidla (5.) cely posle stene f. Plati teda ¢*(f) > —1+§+%+% = 0.

Tymto sme ziskali také prerozdelenie naboja, ze >  ¢*(x) >0, ¢o je spor. [
TEFX UV
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Nech K2¢73 oznacuje Ky 3 s pridanymi dvoma hranami medzi vrcholmi druhej

(t.j. vii¢8ej) biparticie.

Veta 4.9. KazZdy 1-plandrny graf minimdlneho stupria 7 obsahuje taky podgraf K2¢73,
ktorého kaZdy vrchol je stupna < 11.

Doékaz. Budeme dokazovat metodou prerozdelovania naboja so schémou 3. Vrchol
stupiia > 12 budeme nazyvat velky. Pravidla pre prerozdelovanie naboja budu

nasledovné:

v 1 . 4 1o . . . 1
(1.) Kazdy >7-vrchol v € V* odovzda 3 kazdej incidentnej nepravej 3-stene a 3

kazdej incidentnej pravej 3-stene.
Nech ¢;(z) ozna¢uje naboj prvku z € V* U F'* po uskuto¢neni pravidla (1.).

(2.) Ak vrchol v € V* mé ¢1(v) > & - K'(v), kde k(v) je poet nepravych 3-stien
incidentnych s vrcholom v, tak kazdej incidentnej nepravej 3-stene odovzdéa

naboj 5. Ak ¢1(v) < 75 - k'(v) alebo K'(v) = 0, tak sa ziaden néboj neposiela.
Nech co(z) oznacuje naboj prvku x € V> U F* po uskuto¢neni pravidiel (1.) a (2.).

(3.) Nech [zyz] je 3-stena. Nech y je 7-vrchol a z je 4-vrchol. Ak vrchol z € V*
nie je velky, no ma cy(x) > 0, tak odovzdéa kazdej incidentnej 3-stene typu
[zyz] rovnomerne. Ak ¢y(x) > 15 - n”(x), tak odovzda g kazdej incidentne;
3-stene typu [zyz] (n”(v) je pocet incidentnych 3-stien [vzy] s vrcholom v, kde

degpig)«(z) =7 a degp«(y) = 4).
(4.) Velky vrchol posiela kazdému susednému 7-vrcholu 3.

(5.) Ak 7-vrchol dostal prispevok od velkého vrchola, tak ho preposle rovnomerne

medzi incidentné nepravé 3-steny.

V grafe D(G)* maja vsetky vrcholy a vSetky >4-steny po prvotnom rozdeleni
nezaporny naboj. 3-steny maju naboj —1. V dalSom budeme analyzovat 3-steny
grafu D(G)*. Existuju iba dva typy 3-stien. Kedze % > %, tak budeme castejsie
uvazovat nepravé 3-steny. Pre pravé 3-steny bude v danej $trukture platit tvrdenie

tym skor.

1. Vsetky vrcholy incidentné s 3-stenou f s pravé vrcholy. Potom kazdy
z vrcholov podla pravidla (1.) odovzda 3-stene naboj % Pre 3-stenu f potom
plati ¢*(f) = e1(f) = —=1+3-3 =0.

2. Nech f je 3-stena s incidentnymi vrcholmi =,y a z. Nech z je nepravy vrchol.
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2.1. Nech su ostatné dva vrcholy x a y stupha aspon 8, potom ¢;(z) > 8 —
4-8-3 =45,y >8—-4—-8-5 =3 Kedze 8- 5 = 3, tak sa podla

9

pravidla (2.) rozposiela od vrcholov = a y eSte po naboji 1—18. Néaboj 3-steny
f potom bude c*(f) = co(f) = —1+2~%+2-% —0.

2.2. Nech je teraz vrchol x prave 7-vrchol.

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.2.4.

Ak y je velky d-vrchol, tak vyuzijuc pravidla (2.) (c1(y) > d —
4—3-d=2-d—4 > 55 - d) resp. (4.) odovzdéva -5 stene f resp.
% vrcholu x. Nasledne 7-vrchol z je incidentny s najviac 6 nepravymi
stenami, teda pouzitim pravidla (5.) kazdej posiela % = %. Stena f
bude mat naboj ¢*(f) > —14+2-5+2 & =0.

Ak vrchol y je 9-, 10- resp. 11-vrchol, tak stena f bude mat po
aplikovani pravidiel (1.)-(3.) naboj ¢*(f) > =142+ 5z + 15 =0
(kedze co(y) > 9—4—-8-2 -1 —-8.-L =2 ¢(y) > 10 —
4-10-3-10- 15 = 1resp. co(y) > 11—4—10-5—3—10- 1z = 2 tak
sa aplikuje aj pravidlo (3.) s prispevkom £, lebo 2 > 8-, 1 > 10- 1%
resp. 2 > 10 - 15).

Nech teraz vrchol y je 8-vrchol. Tym padom moze prispievat nabojom
& podla pravidla (2.) Ak je 7-vrchol z incidentny s aspoii jednou
>4-stenou, tak jeho naboj je ¢1(x) > 7T—4—6-3 = 2 a podla pravidla
(2.) moze posielat nepravym 3-stendm naboj 1—18, lebo 6-%8: g.
Pre f potom plati: ¢*(f) > —1+2- % + %8 + %8 = 0. Nech je v
dalsom vrchol z incidentny iba so samymi 3-stenami. Ak st aspoii
tri pravé, tak ci(z) > 7—4—4.5—-3-3 = 2 Teda z mé
dostatotny néboj na uskuto¢nenie pravidla (2.) (4- 5 = 2). Naboj
3-steny f je potom nezaporny vdaka prispevku %8 od 8-vrchola y
a od 7-vrchola z, teda ¢*(f) > —14+2- 3+ & + 15 = 0. Ak je z
incidentny s prave jednou pravou 3-stenou, tak sa musi objavit velky
vrchol. Ak je to jeden zo susednych vrcholov vrchola z, tak podla
pravidla (4.) posiela vrcholu x naboj % a tym sa vytvori prispevok
% pre stenu f od vrchola z (7-vrchol je incidentny s najviac 6
nepravymi 3-stenami). Ak je x velky, tak vieme, 7e dokaze posielat
stene f podla pravidla (2.) naboj 1—18. Teda vzdy sa ziska ziadany
naboj od vrchola z a y.

Nech je teraz y 7-vrchol. Odvolavajic sa na pripad 2.2.3 sa od kazdého
7-vrchola ziska pre stenu f eSte naboj aspoii . Teda ¢*(f) > —1 +

18"
9 4 1 1
’ § _'_ E —"_ E 0‘
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Stredny vrchol stupha d posiela naboj podla pravidla (1.). Potom ak ma
dostato¢ny naboj, tak sa uplatiuju dalsie pravidla. Naboj vrchola zostane vidy
nezaporny. Pri pravidle (1.) moze byt nepravych 3-stien najviac 2- [], je to potom
d—4—-2-1¢]-5—(d—2-1%])-s>0pred>7.

Skimajme velky vrchol z stupiia d po aplikovani pravidiel (1.), (2.) a (4.). Nech n
(resp. p) je poCet nepravych (resp. pravych) 3-stien incidentnych s x a nech s je pocet
susednych 7-vrcholov. Zrejme platia nerovnosti p+n < d a s < d. KedZze vsak kazda
dvojica nepravych 3-stien brani vyskyt aspon jedného 7-vrchola, tak plati nerovnost
ptn+ts < 2-d—3 (ekvivalentne p—l—%n—i—s < 2-d a takisto —%~p—%-n—§-s > —§~d).
Potom d—4—§-n—%-p—1—18-n—§-3 = d—4—%-n—%~p—%-s > d—4—%-d > %-d—él >0
pre d > 12.

Tymto sme ziskali také prerozdelenie naboja, e >  ¢*(x) > 0, ¢o je spor.
ZEFXUV X
]

5 Tazké grafy

V tejto cCasti budeme dokazovat niektoré postacujice podmienky pre tazké
podgrafy v triede 1-planarnych grafov s urcenymi minimalnymi stupnami 0 €
{4,5,6}. Najprv si zavedieme pojmy prevzaté z [2]|, ktoré budeme pouzivat
neskor. Majme savisly 1-planarny graf G na aspoini 3 vrcholoch. Nech D(G) je jeho
nakreslenie v rovine. Nech u, v st dva zvlastne vrcholy leziace na vonkajsej stene
diagramu D(G). Trojicu (D(G), u, v) budeme nazyvat rezom, kde vrcholy v a v buda
poly rezu. Pod (D(G),u,v;n)-meldnom budeme rozumiet nasledovne zostrojeny
graf: vezmeme n kopii (rezov) D(G), stotoznime vSetky vrcholy prisliachajice vrcholu
u s novym vrcholom a rovnako v8etky vrcholy prislichajice vrcholu v s inym novym
vrcholom. Ak boli v a v susedné, tak odstranime nasobné hrany. Poznamenajme,
ze ziskany graf mé& 1-plandrne nakreslenie. Dva nové vrcholy ziskané z takého
stotoznenia sa budi nazyvat pdly melonu.

Taktiez pouzijeme v dokazoch $pecidlne typy grafov. Pod r-bokou bipyramidou
budeme rozumiet graf ziskany z r-kruznice C, = [z125 ...z, pridanim dvoch novych
vrcholov a, b a novych hran az;,bx; pre i = 1,...,r. Graf K, je kompletny graf
na 4 vrcholoch bez jednej hrany. Graf Kffg je 3-hviezda S3 s jednou dalSou hranou.

Graf Kg — 2K5 je kompletny graf na 6 vrcholoch bez dvoch nesusednych hran.
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5.1 Tazké grafy v triede 1-planarnych grafov

Podla [2] platia nasledujice tvrdenia.

Lema 5.1. Ak G je 1-plandrny graf s |V(G)| > 3 alebo G = Cs, tak G je tazky

v triede P}.

Lema 5.2. Ak G je 1-plandrny graf s |V(G)| > 4 alebo G € {K,, K, ,Ss,Cs,Cy},
tak G je tazky v triede Ps.

Lema 5.3. Ak G je 1-plandrny graf s |V(G)| > 6 alebo G = Kg — 2K,, tak G je
tazky v triede Pg.

Dokaz.

Trieda Pj:

Nech G je 1-planarny graf s |[V(G)| > 3. Nech S je prvy graf vlavo z obrazku 18
a nech u, v si vrcholy stupiia 3. Nech G je (S, u,v;m)-melon. Graf H zostrojime
nasledovne: vezmeme 1-planarny diagram D(G) grafu G. Pre kazda nepretfatt hranu
e € F(Q) vezmeme kopiu G a stotoznime poly melona s koncovymi vrcholmi hrany e.
Vsetky tieto stotoznenia sa vykonaju so zachovanim 1-planarnosti grafu. Ak naopak
kazda hrana D(G) je pretatd, tak pre kazda dvojicu pretatych hran xy, x'y’ vezmeme
Styri kopie G a stotoznime pOly melonu s vrcholmi z,2’ a s dalsimi dvojicami
vrcholov z,y' , y, 2" a y,y'. Opat ma takto zostrojeny graf 1-planarny diagram.

Dostali sme 1-planarny graf H, ktorého vSetky podgrafy indukované na vrcholoch

A

Obrazok 18: Grafy na vytvorenie mel6nov podla [2]

stupfia < m majua tri vrcholy.

Pre dokaz tvrdenia o grafe Cj staci uvazovat graf m-bokej bipyramidy. Takyto

graf patri do P} a kazd4 jeho 3-kruznica obsahuje m-vrchol.

TriedaP3:
Pre l-planarny graf G s |[V(G)| > 4 pouzijeme rovnaku konstrukciu ako
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v predchéadzajicom dokaze, kde S bude druhy graf z obrazku 18 s vrcholmi u, v
jeho 4-vrcholmi.

Nech v dalsom G € {K, , K, C3}. Zostrojme graf H nasledovne: vezmime dve
m-kruznice [x12s ... %y, [Y192 - .. Ym] & dva nové vrcholy a, b. Pridajme nové hrany
ax;, byi, ©Yis1, Yi%iz1 pre @ = 1,...,m (pri¢om sa indexy prepocitavaji modulo m).
Takto ziskany graf patri do P2, obsahuje izomorfné kopie G a kazdé 3-kruznica
obsahuje m-vrchol.

Nakoniec nech G € {K4, Cy}. Graf H zostrojime pomocou nasledujice;
kongtrukcie: vezmime dve m-kruznice [ajciascs . . . am c%], [b1d1bads . . . bm d%] a dva
nové vrcholy a,b. Pridajme nové hrany aa;,ac;,bb;,bd;, a;a;11,0:b;11,c;d;, cidiso
pre i = 1,...,m (prifom sa indexy prepocitavaju modulo m). Takto ziskany graf

patri do P a kazdy jeho podgraf izomorfny s G obsahuje m-vrchol.

TriedaPg:
Pre 1-planarny graf G s |V(G)| > 6 pouZijeme rovnaka konstrukciu ako v prvom
dokaze, kde S bude treti graf z obrazku 18 s vrcholmi u, v jeho 5-vrcholmi. Na dokaz
tvrdenia o grafe K¢ — 2K, uvazujme rovinné nakreslenie K5, a nahradme kazda
4-stenu kopiou S (kde S je stvrty graf z obrazku 18) tak, ze m-vrcholy budu
stotoznené s dvoma tmavymi vrcholmi u, v na S. Ozna¢me vysledny graf H. Kedze
graf K¢ — 2K, nie je podgrafom S —u — v (a tak isto nie je podgrafom podgrafu H
indukovaného na bielych vrcholoch), kazda jeho kopia v H obsahuje jeden z polov,

¢o dokazuje tvrdenie. Il

Tuato kapitolu ukonéime niekolkymi otvorenymi problémami. Otézkou zostéva,
¢i Py e L(P}) aci Py, Sy € L(PL).
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6 Zaver

V tejto diplomovej praci sme prezentovali prierez lokalnych i globalnych
vlastnosti 1-planarnych grafov; sustredili sme sa najméi na vlastnosti maximéalnych
1-planarnych grafov, vztah medzi minimélnym stupifiom a obvodom a existenciu
Tahkych grafov v tejto triede grafov. Okrajovo sme tiez naznacili (inSpirovani
podobnymi vysledkami pre plandrne grafy) niektoré smery mozného skimania
hamiltonovskych a farebnostnych vlastnosti 1-planarnych grafov.

Z hladiska lokalnych vlastnosti 1-planarnych grafov ostavaju eSte otvorené
celé okruhy problémov, ktorych analégie st pre planarne grafy uz rozrieSené.
Uvedme niekolko prikladov: existencia Iahkych grafov v triedach 1-planérnych
grafov s predpisanym minimalnym stupfiom a minimélnou védhou hran, otazka
incidencie vrcholov malych stupiiov s kratkymi kruznicami, obdoba Lebesgueovej
vety o typoch stien rovinnych grafov (pre 1-planarne grafy by sme mohli uvazovat
typy kruznic malych dlzok, resp. typy dané stupiiami malych vrcholov a ich susedov),
tplné analogia Kotzigovej vety o Tahkej hrane (vo verzii s vymenovanymi stupnami
koncovych vrcholov) tak pre cela triedu 1-planarnych grafov, ako aj pre podtriedy
vymedzené predpisanym minimalnym stupiiom a obvodom, obdoba vety o Tahkej
k-ceste v 3-suvislych planarnych grafoch.

1-planérne grafy vykazuji mnohé podobné vlastnosti v porovnani s planarnymi.
Ich vyskum je vSak doteraz v zaciatkoch a do budicnosti zostdva mnozstvo
otaznikov. Zodpovedanie uz uvedenych ciest mozného skiimania by mohol priniest

cenné vysledky modernej teorie grafov.
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