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Abstrakt

V nasej praci studujeme elipticky nelinearny systém s dvoma
komponentami na hladkej ohranicenej oblasti, pricom nelinearity
spliiaji polynomiélne rastové predpoklady. Hladame nutné a po-
sta¢ujuce podmienky zarucujice ohranicenost a apriérne odhady
nezapornych, velmi slabych rieSeni. Takato tiloha bola v minulosti
studovana v pripade, ked obe komponenty spliiali okrajové pod-
mienky rovnakého typu (Dirichletove alebo Neumannove). My
sme si polozili otazku, ako sa zmenia prislusné vysledky pre tlohu
so zmieSanymi okrajovymi podmienkami.

Pomocou novych L” — LY odhadov v klasickych aj vo vahovych
Lebesgueovych priestoroch sme nasli hladané nutné a postacujtce
podmienky a ziskané vysledky sme potom pomocou tedrie stupna

zobrazenia aplikovali na ddkaz existencie netrivialneho rieSenia.
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1 Uvod

Predpokladajme, ze Q C R je hladka ohranic¢ena oblast. V celej praci budeme pouzivat
Lebesgueove priestory LP := LP(2) a tiez vahové Lebesgueove priestory LY := LE(2) =
LP(Q2,6(x)dz) pre 1 < p < oo s vadhou

d(z) := dist{x,00}.

Uvedomme si, ze L™ = LY (pretoze mnozina ma nulovii mieru vzhladom na mieru dz
prave vtedy, ked ma nulovii mieru vzhladom na (z)dz).

Ozna¢me A\; > 0 prvé vlastné ¢islo operdtora —A v Sobolevovom priestore H}(Q2) =
W,y () a k nemu prisltichajiicu nezéporni vlastnt funkciu ¢, € HE(Q), pricom ||¢1]| Hi@Q) =
1. Vieme, ze hladkost 2 ndm zaruéi existenciu konstanty C' > 0 pre ktortu

C1(x) < p1(x) < CH(x). (1.1)

Nech A C R* je otvorend a B C R',C C R™ su Iubovolné. Hovorime Ze funkcia
h:Ax B — C je Carathéodoryho, zna¢ime h € Car(A, B;C), ak

(i) h(z,-) : B — C je spojita pre skoro vsetky = € A.

(ii) A(-,u): A — C je meratelna pre kazdé u € B.

1.1 Kiritické exponenty a apriorne odhady pre skalarne ulohy

V kratkosti zhrnieme poznatky o nelinearnej Dirichletovej okrajovej tlohe

—Au = f(z,u), ze€Q,

1.2
0, x € 0f) (12)

u



1.1 Kritické exponenty a apriorne odhady pre skalarne tlohy 1 UVOD

a o nelinearnej Neumannovej okrajovej tlohe

—Av+v = g(x,v), ze€Q,

1.3
dv = 0, x € 0N. (13)

Hovorime, Ze u (resp. v) je velmi slabym (neskor len v.s.) riesenim tlohy (1.2) (resp.
(1.3)) ak w € LY, f(-,u(-)) € L} (resp. v € L', g(-,v(:)) € L') a plati identita

/Qu(—A¢)d:c:/Qf(-,u)¢dx <resp. /Qv(—A¢+¢)dx:/Qg(.,v>¢dx)

pre kazdé ¢ € C%(Q) také, Ze dlag = 0 (vesp. 0,¢]sq = 0).
Nech Rt := [0,00) a zvolme pevne parametre 1 < p,q < oo. Predpokladajme Ze

nelinearity

f,g € Car(Q,R*;R")
spliiaji polynomialne rastové predpoklady

flz,u) < c(1+uP),

1.4
g(x,v) < c(1+v7) (14)

pre kazdé u,v € RT a pre skoro vSetky x € ). Plati nasledujtce tvrdenie, dokaz pozri v
1, 3].

Veta 1.1. PoloZme

%, ak N > 1, %, ak N > 2,
PBT ‘= Dsg =
00, ak N =1, 0, ak N < 2.

Mdame nasledugici vysledok:

(1) Ak p < ppr (resp. q < psg), tak vSetky nezdporné v.s. riesenia ulohy (1.2) (resp.
(1.3)) st ohranicené. (Ohranicenost)

(ii) Ak p < ppr (resp. ¢ < psy) a f € Car(Q,RY;RT) (resp. g € Car(Q,RT;RT)) splia
okrem (1.4) naviac podmienku superlinearity f > \u — Cy (resp. g > nv — C1) pre
konstanty A > A,n > 1,Cy > 0, tak pre vSetky nezdporné v.s. rieSenia u ulohy (1.2)
(resp. v lohy (1.3)) plati odhad ||u|| L=y < C (resp. ||v||L=) < C), kde konstanta
C > 0 nezdvisi od u (resp. v). (Apriorny odhad)

(111) Ezponenty ppr,ps, st optimdlne v tom zmysle, Ze pre p > ppr (resp. ¢ > psy) exis-
tuje f € Car(Q,R*;R*) (resp. g € Car(Q, RT;RY)) sphiagiice (1.4) a také, Ze iloha
(1.2) (resp. (1.3)) md neohranicené v.s. nezdporné riesenie. (Optimalita)
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1.2 Kritické paramete p,q a apriorne odhady pre systémy 1 UVOD

Kriticky exponent ppr je pomenovany na pocest matematikov Brezis a Turner, oni
nasli apriérne odhady pre slabé - resp. variacné - rieSenia, pre podrobnosti vid [12].

Druhy kriticky exponent p,, ma skratku podla anglického slova ,singular“, pretoze
rovnica —Au = uP pre p > p,, ma neohrani¢ené kladné distributivne rieSenie na R", pre
detaily vid [1, Remarks 3.6. (i)].

O skalarnej tlohe (1.2) sa vie velmi vela o neexistencii riesenia, o kritickom exponente
pre klasické riesenie, skalarne tilohy tohoto typu sa studuja aj pre prava stranu, ktora meni
znamienko, alebo ktora ma exponencialny rast. Tiez je pozoruhodny vysledok, ktory spaja
otazku existencie globalneho klasického rieSenia evolu¢énych (parabolickych) nelinedrnych
uloh a otazku existencie v.s. riesenia prislusnych stacionarnych tloh.

1.2 Kiritické paramete p,q a apriorne odhady pre systémy

V nasej praci budeme Studovat nasledujicu okrajovil tilohu so zmieSanymi okrajovymi
podmienkami pre systém nelinearnych parcidlnych diferencidlnych rovnic

—Au = f(z,v), €,
—Av+v = g(x,u), z€Q, (1.5)
u=0,v = 0, x € 0,

kde f,g € Car(Q, R*;R*) spliiaji rastové predpoklady

fz,v) <e(l+0P),
() < o1+ u)

pre s.v. x € Q, pre kazdé u,v € R*, kde 1 < p,q < co.

Podrobnt definiciu v.s. rieSenia ulohy (1.5) uvedieme na za¢iatku kapitoly 3. Nasa
motivacia Studovat tlohu typu (1.5) je nasledujica. Ozna¢me (1.5)p a (1.5)y tlohy, ktoré
st tplne totozné s (1.5) az na okrajové podmienky. Pre (1.5)p uvazujme Dirichletove
podmienky u|gn = v|sq = 0 a pre (1.5)y Neumannove podmienky 0,u|gsq = 9,v|s0 = 0.

Ulohy typu (1.5)p a (1.5) 5 st uz hlboko prestudované (pozri [1, 2, 3, 13, 14]). Uvedieme
vysledky pre tieto tlohy, aby sme ich neskér mohli porovnat s nasimi vysledkami pre
zmiesanu okrajovu ulohu (1.5). Zavedme oznacenia

o= 2t g At D) (1.7)
pg—1 pg—1

Dokaz nasledujicej vety Citatel ndjde v [1, 2, 3].

Veta 1.2. Polozme M := max{«a, 3}, potom plati:



1.3 Oznacenia 1 UVOD

(i) Ak M > N — 1 (resp. M > N —2), tak pre vSetky nezdporné v.s. riesenia (u,v)
tlohy (1.5), (resp. (1.5)y) je u,v € L. (Ohraniéenost)

(ii) Ak M > N —1 (resp. M > N —2), a okrem (1.6) je naviac splnend podmienka

superlinearity
fH9>Mutv)=Cy  (resp. f+g>nv—Ch)

pre konstanty A > A\,n > 1,Cy > 0, tak pre vSetky nezdporné v.s. rieSenia (u,v)
ulohy (1.5),, (resp. (1.5)y) plati odhad

[ullzoe (@) + vl zoe (@) < C,
kde konstanta C > 0 nezdvisi od (u,v). (Apriérny odhad)

(i11) Podmienky na cislo M v casti (i) si optimdine v tom zmysle, Ze pre M < N — 1
(resp. M < N —2) ezistuje f,g € Car(Q,R*;R*) sphiajice (1.6) a také, Ze tloha
(1.5), (resp. (1.5)5) mad také nezdporné v.s. riesenie (u,v), Ze u € L™ a v & L™.
(Optimalita)

V nasej praci riesime nasledujice otazky:

(i) Pre aké parametre p,q st nezaporné v.s. rieSenia tlohy (1.5) automaticky ohrani-

cené?
(ii) Pre aké parametre p, ¢ existuje neohrani¢ené nezdporné v.s. rieSenie?

(iii) Pre aké parametre p, ¢ plati apriérny odhad ||u| Lo () +||v| @) < C, pre nezaporné
v.s. rieSenia tlohy (1.5)7

1.3 Oznacenia

Pre Banachove priestory V, W symbolom .Z(V, W) oznac¢ujeme priestor spojitych lineér-
nych operatorov z V' do W. Normu v tomto priestore znac¢ime ako || - || #v,w).

() je priestor hladkych funkcii s kompaktnym nosi¢om v €.

Vo viacerych dékazoch symbolom C' budeme oznacovat rozne kladné konstanty, ktoré
sa mozu menit, ale len v zavislosti od parametrov dokazovanej vety. Tato symboliku
pouzivame velmi opatrne a budeme upozornovat ¢itatela na spravne pochopenie vyrokov.

Pre funkcie f,g: Q2 — R a bod 2, €  vyrok lim, .., % = 1 symbolicky zapisujeme
ako f(z) ~ g(z) pre z — z.



1.3 Oznacenia 1 UVOD

V Banachovom priestore X pre z € X a o > 0 definujeme otvorent gulu B(z,a) :=
{ye Xz —yllx <a}.
Hovorime, 7e w € L' je ohranic¢ené, ak w € L.

¢

Skratkou ,,s.v.“ rozumieme ,skoro vSade“ alebo ,skoro vSetky“ podla kontextu.



2 Linearna teodria

V tejto kapitole studujeme Dirichletovu okrajovi tilohu

—Au = f, x € €,
u =0, x € 082

a Neumannovu okrajovu tlohu

—Av+v=y, x €,

(2.2)
d,v =0, x € 08,

kde Q@ C RY je hladk4 ohranicen4 oblast a v(z) je jednotkova vonkajsia norméala hranice
02 v bode x (0, je operator smerovej derivacie v smere v). V celej praci budeme pred-
pokladat, ze N > 3 (pripad N < 2 prediskutujeme v Poznamke 3.4). MézZeme sa pytat,
preco uvazujeme v (2.2) operator —A + I a nie jednoduchsi —A; robime to preto, aby
sme mali zarucent jednoznacnost rieSenia (v pripade operdtora —A potrebujeme okrem

okrajovej podmienky aj intt podmienku na jednoznac¢nost, pozri [8]).

Definicia 2.1. Nech f € L' (resp. f € L}). Hovorime, %e u € L' je velmi slabym L' -
rieenim (resp. L} - rieenim) dlohy (2.1) ak plati

/u(—A¢)dx = / fodx
Q Q
pre kazdé ¢ € C*(Q) také, e

¢(x) =0 prex € 0.



2.1 Reprezentacia klasickych rieseni 2 LINEARNA TEORIA

Definicia 2.2. Nech g € L'(Q). Hovorime, Ze funkcia v € L' je velmi slabym L' -

rieSenim dlohy (2.2) ak plati

/ v(—A¢p+ ¢)dx = / godx
Q Q0
pre kazdé ¢ € C*(Q) také, e

0,0(x) =0 pre z € ON.

2.1 Reprezentacia klasickych rieseni

Vieme (vid [4, Theorem 12]), Ze pre klasické riesenie u € C?(Q) tilohy (2.1) plati

ue) = [ Gy sen 23)
Q
kde G(x,y) je Greenova funkcia definovana vztahom:

G(r,y) =0y —z)—¢(y), a,yeQr+y,

kde
1 1

N(N =2)a(N) |z[N=2
pricom a(N) je objem jednotkovej gule B(0,1) C RY. Dalej ¢(®) pre fixované x € Q je

®(z) = 2 € R\ {0}
jedinym rieSenim tulohy

_A¢(m) = 07 Yy e Qa

@ (y) = dy—1x), yc .

Takyto vysledok teraz odvodime (analogickymi ivahami ako v [4]) pre ulohu (2.2).
Polozme

1 2 n
U(z):= — / e s 2ds, z € RY\ {0}.
(47T)2 0

Této funkcia je (vid [4, str. 186,187]) fundamentélnym rieSenim operatora —Av + v na
RN (podobne ako ® pre —Au). Definujme takzvany korektor 1)) € C?(Q) pre Iubovolny

fixovany bod z € €, ako jediné riesenie tulohy:

~AYE Ly = 0, yeQ,

Existencia, jednoznac¢nost a regularita funkcie ¢(*) je zndma napriklad z [5, Theorem
3.3.2).
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2.1 Reprezentacia klasickych rieseni 2 LINEARNA TEORIA

Lema 2.1. Nech v € C?(Q) je klasickym riesenim <ilohy (2.2). Potom

ole) = [ Mooy, (2.4
Q
kde N sa nazijva Neumannovou funkciou a je definovand pre x,y € Q, x # y nasledovne:

N(z,y) =Ty — ) =D (y).
DOKAzZ. Nech z € Qae > 0je také, ze B(x,e) C Q. Ozna¢me V; := Q\ B(z, ). Pouzitim
Greenovej identity dostaneme
/ () (A¥(y —2) + ¥(y — z)) — ¥(y — 2)(—Av(y) +v(y))]dy =

_ /W [—v(),. ¥ (y — x) + U(y — 2)d,.v(y)] dS(y),

kde v.(y) je jednotkova vonkajsia norméla hranice OV, v bode y € 9V..

Tuato identitu méZeme zjednodusit na tvar:

/ Uy - )g(y)dy = / —(0)0,(y ~ )45 () - / 0(4)0,. U (y — )dS(y)

B(xz,e)

* /83(96,6) \P(y - m)ayav(y)dS(y).

(2.5)
V [4] (str. 33,34) st podrobne dokazané vztahy:
lim v(y)0,®(y — 2)dS(y) = v(z)
e=0% JoB(z,e)
lim ®(y — 2)0,v(y)dS(y) = 0,

e—0* OB(z,¢)
kde r(z) = z/|z| pre z € RV\ {0}. Chceli by sme ,nahradit“ @ v tychto vztahoch funkciou
¥. To mdzeme naoza]j urobit, pretoze

D(2) ~ U(z2), 0, ®(2) ~ 0,9(2)

pre z — 0 (symbol ~ je opisany v podkapitole 1.3). Limitnym prechodom pre e — 0% vo
vztahu (2.5) dostaneme

/Q —U(y —2)g(y)dy = /m —v(y)wds@) — v(x). (2.6)
Znovu z Greenovej identity pre funkcie v, 1)(®):
(z)
=m0 +otn = [ ol ® Pas)

Preto integral cez hranicu v (2.6) moZeme prepisat pomocou posledného vzfahu a vyjad-
renim v(z) dostaneme hladant reprezentaciu (2.4). O

11



2.2 Odhady Greenovej a Neumannovej funkcie 2 LINEARNA TEORIA

2.2 Odhady Greenovej a Neumannovej funkcie

Budeme potrebovat odhady funkcii G, N'. Tato problematika nie je vobec trivialna, v na-
sledujicej leme uvedieme bez dékazu vysledky z odbornej literattry (pre podrobnosti vid
(10, 8, 9, 3, 7, 11]).

Lema 2.2. Existuji konstanty Cp,Cy > 0 také Ze

Comin {1, 5 23 < G(ay) < Cale — 25450 oa(0) 1, (21

C1G(x,y) <N (z,y) < Colw —y[*V (2.8)

prex,y €N al<r<s<oo.

2.3 Rieszov potencial

Dolezitym aparatom pre dalsie ivahy bude tedria Rieszovych potencidlov. Pre 0 < oo < N
a h € L' definujme Rieszov potencidl 1,(h) nasledovne:

[mmmmﬁaéﬁgf%gmﬁ

V knihe [6] je rozpracovand tedria tychto potencidlov, z nej mame nasledujicu lemu (vid
[6, Lemma 1.34]).

Lema 2.3. Nech0 < a < N a ap < N. Potom
I, e Z(LP, LY
pre 1 < g < Np/(N — ap).

Pozndmka 2.1. Pre 0 < a < N a ap > N dostaneme trividlne I, € Z(LP, L*). Naozaj,

z Holderovej nerovnosti

)
I, (h)](x —_——
@l < [ A
1/p (r—1)/p
< ([ mrar) ([l yrerioiay)
Q Q
1/p (p=1)/p
< ([mwra) (| e
Q Q*:={u—v|u,veQ}
< o,
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2.4 Reprezentacia velmi slabych rieSeni 2 LINEARNA TEORIA

kde

(r=1)/p

0<C := ( |Z’(°‘_N)p/(p_1)dz) < 00
Q*

pretoze (o« — N)p/(p—1) > (N/p— N)p/(p — 1) = —N a Q* je ohranicenA.
Preto Lemu 2.3 mozeme vyslovif aj tak, ze pre 0 < a < N a 1 < p,q < co také ze

<a
N

| =
|

je
I, e 2(I7, LY.
2.4 Reprezenticia velmi slabych rieSeni

Teraz ukazeme, Ze reprezentacie (2.3),(2.4) platia pre velmi slabé riesenia tloh (2.1),(2.2).
Presnejsie povedané ukdzeme, ze tlohy (2.1),(2.2) st jednoznacne riesitelné pre vhodni
praviu stranu vo velmi slabom zmysle a rieSenia si dané vztahmi (2.3),(2.4).

Lema 2.4. Ulohy (2.1),(2.2) majii najviac jedno velmi slabé riesenie.

DOKAz. Urobime dokaz pre tlohu (2.2), pre (2.1) je dokaz analogicky. Nech v, v9 st dve

velmi slabé rieSenia, potom ich rozdiel v = v; — vy splia

[ﬁmﬂ—awm+¢@wm=o

pre vietky ¢ € C%(Q),0,¢lsq = 0. Nech & € C>®(Q), potom existuje jedina funkcia
¢ € C%(Q) taka, ze
—Ap+ ¢ =¢, x €4,
0,0 =0, r € 0D

/ﬁwxza
Q

Na zaklade du Bois-Reymondovej lemy dostaneme v = 0 s.v. v  a teda v;1 = vy 8.v. v
Q. m

Preto pre kazdé £ € C2°(2) mame

Lema 2.5. Nech g € L' potom
oa) = [ Mzpglo)dy (2.9
Q
je jedingm velmi slabym riesenim ulohy (2.2).
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2.4 Reprezentacia velmi slabych rieSeni 2 LINEARNA TEORIA

DOKAz. Najprv ukdzme, 7e v dany vztahom (2.9) je v priestore L'. Z (2.8) dostaneme

T T— / / N (@, 9)g(y)ldyde < C, / / 12—y Vg(y)|dyda
< G / Io(|gl)de
Q

Potom z Lemy 2.3 (prip = ¢ =1,a = 2) je ||v|[11(q) < 0.

Teraz ukaZeme, Ze v je velmi slabym rieSenim (2.2), potom na zéklade Lemy 2.4 bude
dokaz dokonceny. Vieme, ze C2°(Q) je husty v L'(Q), preto existuje postupnost {g,}52; C
C () taka, ze

gn — g pre n — oo v priestore L'. (2.10)

Uloha
—Av+v =g, x €,
0,v =0, x € 0f)

m4 klasické rissenie v, € C2(Q). Z Lemy 2.1 potom

= / N (2, y)gn(y)dy
Q
Zo vztahu (2.8) dostaneme

[0() — 0a(z)| < C / 12— 4PV g(y) — ga()ldy = Cala(lg — gu])(x).

Z Lemy 2.3 (pri p = ¢ = 1) potom
v = vnllzr) < Cllg — gnllzr,
kde C' := Cy|Lz|| #(11,11). Preto
v, — v pre n — oo v L*(Q). (2.11)
7 velmi slabej formulacie klasickych rieSeni mame, Ze pre kazdé

¢E 02( ) V¢|8Q—O

a pre kazdé prirodzené cislo n plati:

/Q vn (—A + ¢)da — /Q o,

Ak v tomto vztahu n — oo, tak na zaklade (2.10) a (2.11) dostaneme

/Qv(—A¢+¢)dx = /ngsdx.

Preto funkcia v je velmi slabym rieSenim tlohy (2.2) a tym je lema dokazana. O
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2.5 LP — L% odhady 2 LINEARNA TEORIA

Pozndmka 2.2. Ak f € L' (resp. f € L}) tak sa analogicky dokéze, Ze tiloha (2.1) ma
jediné velmi slabé L'—riesenie (resp. L}—riesenie) u a je dané vzfahom (2.3).

2.5 [P — L7 odhady

Volne mozeme povedat, ze v tejto podkapitole skimame, aka integrabilitu maju v. s.
rieSenia (od teraz v.s. je skratka pre ,velmi slabé“) tloh (2.1),(2.2), ked pozname isti
integrabilitu pravych stran.

Pre Tahsit formuldciu sa budeme drzaf nasledujicej dohody:
o0 - 0 := o0.

Lema 2.6. Majme 1 < p,q < oo, f € L} a nech u je v.s. Li—riesenim dlohy (2.1). Potom

pre
g(N+1-2p) < Np

jeu € LT a existuje konstanta C'= C(S2,p, q) > 0 takd, Ze [lul[ra@) < C|/fllzz)-

DOKAz. Vieme, Ze u(z) = [, G(z,y)f(y)dy pre s.v. z € Q. Pomocou horného odhadu v
(2.7) pre r := p, s := oo dostaneme:

lulls, = / / G(z.y)(w)dy
<af [ e =y )50 ay | e =
= Czq/ﬂ(fz—l/p(‘f’él/p))qu-

q
dox <

Preto lema bude dokézané ak
Iy € L(LPLY).

Ak teda (pozri Lemu 2.3) plati

1 1 2-1
1.1, /P
P q N
tak je dokaz ukonceny. Vsimnime si, ze tato podmienka sa zhoduje s predpokladmi lemy.

O

Lema 2.7. Majme 1 < p,q < oo, f € L a nech u je v.s. L}—riesenim dlohy (2.1). Potom

pre
gIN+1—-2p) < (N+1)p

je u € Ly a existuje konstanta C' = C (S, p, q) > 0 takd, Ze [lul[1) < Cllfllzr)-
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2.5 LP — L% odhady 2 LINEARNA TEORIA

DOKAZ. Dokazujeme podobne, ako Lemu 2.6. Pomocou horného odhadu v (2.7) pre r := p
a s := ¢ (predpokladame p < q) dostaneme:

q _
lllyy = [ | gtwnstay
<o [ e =P s o) | e =

o / (Lo jpsra(1£15Y7))" da.

q

d(z)dx <

Preto potrebujeme
I vjpy1/q € ZL(LP, LY)

teda (pri Leme 2.3)
1 1 _2-1/p+1/g

P q N
Téato podmienka sa zhoduje s predpokladmi lemy. ]

Lema 2.8. Majme 1 < p,q < oo, f,g € LP a nechu,v st v.s. L'—riedenia tiloh (2.1),(2.2).
Nech
q(N —2p) < Np.

Potom u,v € L1 a existuje konstanta C' = C(Q,p,q) > 0 takd, Ze
[ul|Lag) + [v]lLe@) < CUIF o) + 9llr@)-

DOkAz. Dékaz je podobny dokazom Liem 2.6,2.7. Staci pouzit horné odhady v (2.7) a
(2.8) pre r = s = 0. O

Budeme potrebovat nasledujicu lemu o vnoreniach priestorov L?, LY.
Lema 2.9. Majme 0 < C < co. Potom:

(a) Pre f € LP plati
fery,  flwew <Gl
pre konstantu Cy = C1(2,p) > 0.

(b) Ak je p > 2 tak pre f € LY plati

felrL, 1fllzr @) < Call fll Lz,

pre 1 <r < p/2 a konstantu Cy = Cy(2, p,7) > 0.
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2.5 LP — L% odhady 2 LINEARNA TEORIA

DOKAzZ.

(a) Téato cast plynie z nerovnosti:

1

1l < (maxs)” 11£ 170

(b) Pre 0 < a < 1 z Holderovej nerovnosti plynie

a 1—a
/ frdz = / % da < ( / v£5dx> < / 5f“adx) :
Q Q Q Q

Aby druhy integral na pravej strane bol konvergentny, treba a < 1/2. Ak teraz
r/a:=p, tak a = r/p < 1/2 a mame tvrdenie.

]

Lema 2.10. Nech 1 < py,ps,q < 00,9 € L' N LP2 a v je v.s. L'—rieSenim tlohy (2.2).

Prepokladayme, Ze je splnend jedna z nasledujicich troch podmienok

N+1
p1 < ; pa  asucasne (N —2py) < Npy,
N+1 "
p2 <p1 <2pp  asufasne (N —2py) < (N + 1)pg, (2.12)

N
2ps < p1 asucasne 2¢(N —p;) < (N + 1)p;.

Potom ezistuje konstanta C = C(82, p1,p2,q) > 0 takd, Ze
vels Pl < CUlgllp +1lgllze).

DOKAz. V dokaze symbolom C' budeme oznacovat rozne kladné konstanty, ktoré sa mozu

menit, ale len v zavislosti parametrov €2, p1, pa, q.
Z Lemy 2.5

v(z) = /Q/\/(x, y)g(y)dy,
preto

lolity < [ [ [ Weeliaias] stajas

Pre fixované = € 2 polozme

Q7 = {yeQ | oy <i(z)/2},
Q; = {yeQ | oy >d(x)/2}.

Pozri obrazok 1.
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2.5 LP — L% odhady 2 LINEARNA TEORIA

~~~~~

_________________

~~~~~~~

Obr. 1: Mnoziny 2, €25

7 konvexnosti a — a? mame existenciu konstanty C' > 0 takej, ze

(a+b)?<C(a’+07), a,b>0

iy < ¢ f
Q

e / [ | \N(x,y>ng<y>|dy] 5(z)dz.

preto

/m Y <x>y>|\g<y>rdy] 5(z)de

Polozme pre ¢t = 1,2

= / [ |N<x,y>\|g<y>rdy] 5(z)dz.

Odhad pre Ji:
Pre y € Qf plati |x —y| > 6(x)/2. Potom pomocou horného odhadu v (2.8) dostaneme

q
J < C/ Ix—yI2ng(y)!5(r)1/"dy] dx
Q|Jar

q
< C/ Ix—yl2‘N+1/"|g(y)ldy] d
a |Jor

r q
< C/ /Iw—yl%N“/qlg(y)ldy} dz.
Q LIQ

Ak je p; < 2p, tak Lema 2.9 ndm nepomdze, vtedy pouzijeme predpoklad g € LP2. Podla
Lemy 2.3 sta¢i dokéazat, ze

L)y € L(LP, L),

18



2.5 LP — L% odhady 2 LINEARNA TEORIA

Takto sa dopracujeme k nerovnosti
q(N = 2p2) < (N + 1)ps.

Ak je p; > 2p, tak Lema 2.9 ndm pomoze. Dostaneme g € L pre r < p; /2. Podla Lemy
2.3 stac¢i dokazat, ze
IQ+1/q € X(LT, Lq)

Takto dostaneme podmienku
2¢(N —p1) < (N + 1)p;.

Zéver je teda, ze J1 < C(||g|[g + ||g][Le2) ak je splnend jedna z nasledujucich dvoch

podmienok

p1 < 2py a sucasne q(N — 2py) < (N + 1)po, (2.13)
2ps < pp a sucasne 2g(N — p;) < (N + 1)p;. ‘

Odhad pre Js:
Pre y € QF plati §(y) > d(x)/2. Pomocou horného odhadu v (2.8) dostaneme

B 174

o< e[| ] eyt N lawlst) | ds
Qz |

B 174

< C |z —y*Ng(y)|6(y)/dy | dx

Q
o |Joz

r q
< C/Q [)Ix—yIQ‘ng(y)|5(y)1/qdy dz.

Teraz treba riesit otazku (aby sme mohli pouzivat aparat Lemy 2.3), pre aké r je |g|6Y/ €
L" ak predpokladdme, ze g € LE N LP? Z Holderovej nerovnosti

/ gI'sedy = / (Igl8/7) % g 0P/ dy <
Q Q

r/q q—p %
(/ |g|p5dy) (/ !glr(“)dy) .
Q Q

gD
r=——
q—p+tp
Podobne ako pri odhade J; potrebujeme rozanalyzovat, kedy je

IN

Preto odpoved na otézku je

I e L(L", LY
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2.5 LP — L% odhady 2 LINEARNA TEORIA

pricom pre p; < 2py polozime p := py, P := ps a pre p; > 2ps polozime p := p1,p < p1/2.
Dostaneme zaver, ze Jo < C(]|g]] + l|g||zr2) ak je splnend jedna z nasledujicich dvoch
podmienok

< 2py a sucasne q(N — 2py) < Npy,
P1 = 2p2 q( P2) b (2.14)

2py < py a sucasne ¢(N — p1) < Np;.

Ak platia vztahy (2.13), (2.14) st¢asne, tak lema je dokdzané. Podmienka (2.12) z lemy

nam to prave zaruci. Il
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3 Zmiesana okrajova uloha

V tejto kapitole budeme Studovat tlohu (1.5) s predpokladmi (1.6). Takou tlohou je

typicky
—Au = P, x €,

—Av+v = ul, xeQ, (3.1)
u=0,n = 0, x€od.

Na zaklade predchadzajtcej kapitoly budeme hovorit, Ze dvojica (u,v) je velmi sla-

bym rieSenim (neskor len v.s. rieenim) tlohy (1.5), ak u,v € L! a plati:
(a) w je velmi slabym Lj-rieSenim tlohy

—Au:f, x € (),

(3.2)
u =0, x € 092,
pre f(-) = f(-,v()).
(b) v je velmi slabym L!'-rieSenim tlohy
—Av+v=4g, xr €,
g (3.3)

o,v =0, x € 080,
pre §(-) :== f(-,u(")).

3.1 ,Bootstrap*“ pre v.s. riesenia az do L™

V tejto podkapitole budeme predpokladat, ze 1 < p,q < 0o a (u,v) je nezdpornym v.s.
rieSenim (1.5) pri¢om platia rastové predpoklady (1.6).
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3.1 ,Bootstrap“ pre v.s. riesenia az do L 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

Veta 3.1. Prepokladajme
p<psg=N/(N-2), qp(N—-2)—2)<N,
potom
u,v € L™

a ezistuje konstanta C' = C(, p, q, ||v|| 1)) > 0 takd, Ze
[ul| oo (@) + [[0]| Lo (@) < C.

DOKAZ. Budeme pisat w € LF~ pre k > 1 ak prekazdé 1 < k < kjew € L* a [|lwl|z <C
pre konstantu C' = C(Q, p, ¢, k, |v][ 1)) > 0.

Nech f:= f(-,v(-)),§ := g(-,u(-)). Vieme, z definicie v.s. rieSenia, 7e § € L'. Naviac,
ak si zvolime v tejto definicii testovaciu funkciu ¢ = 1, tak dostaneme

H§||L1(Q)=/§das:/vdx: o]l 1 ()-
Q Q

Staci dokéazat, Ze
g € L pre nejaké § > N/2. (3.4)

Naozaj, pretoze vtedy z Lemy 2.8 (p := 6, § := oo na p, ¢ aplikujeme Lemu 2.8) dostaneme
v € L*® a ||v| () < C. Potom z rastovych predpokladov (1.6) je samozrejme f € L™ a
teda znovu z Lemy 2.8 (p := N/2+ 1, := 0o) dostaneme v € L™ a ||u|| po) < C.

Krok 1. Ukazeme, ze g € L™~ pre

, ak p < 2/(N - 2),

sy akp>2/(N-2)

pricom 7 > 1 z predpokladu vety.
Uz sme ukézali, ze § € L' a ||g||11(o) < C. Potom z Lemy 2.8 (p := 1) dostaneme
v e LY pre
N

N-—-2

Potom z predpokladu mame o > p a teda (pricom k— znadi Tubovolné &slo k € [1,k))

/Q flem=dz < /Q (C(1 + )P =dz < C(k) ( /Q v da + 1) .

Z &oho f € L@/~ preto znovu z Lemy 2.8 (p := (a/p)—) dostaneme u € LP~ pre

0, akng/(N_Q)a

p(NiVQ)—27 ak p>2/(N —2).

b=
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3.1 , Bootstrap“ pre v.s. riesenia az do L™ 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

Potom z (1.6) hned dostaneme g € L7~.

Krok 2. Ukézeme, ze ak § € L“~ pre w > 7, tak § € L™, pre & := wr.

Tento krok sa dokazuje analogicky, mézeme predpokladat, ze 7 < N/2 (inak je splneny
vztah (3.4)). Z Lemy 2.8 (p := w) dostaneme v € L*~ pre

00, ak w > N/2

e akw < N/2.

Potom z w > 7 > 1 méme o > p a teda z rastovych predpokladov (1.6) je f e L(e/p)~
Preto znovu z Lemy 2.8 (p := (a/p)—) dostaneme u € L°~ pre

5= 00, ak a > Np/2,
N;Vf‘za, ak o < Np/2.

Potom, je bud # = co a teda ( > ¢, alebof3 < oo a vtedy

Nw - N
p(N —2w)—2 " p(N—-2)—2

0=

=qT > q.

Preto z (1.6) hned dostaneme § € L(%/9~. Sta¢i dokazat, 7ze 3/q > &. Ale to naozaj plati:
16} Nw - N R
e w = WwT = Q.
¢ qp(N —2w)—=2] " " q[p(N —2) = 2]

Krok 3. Konectnou iteraciou kroku 2 (za w vzdy dosadime @) dostaneme, Ze je splnena

podmienka (3.4) a tym je dokaz ukonceny. O

Poznamka 3.1. MdZzeme povedat, ze v predchiddzajucom dokaze predpoklady Vety 3.1
slazili na to, aby sme cyklus tvrdeni

(1.6)

Lema 2.8 uELﬁ— >§€L“A’__>

Lema 2.8
S

-—geLv ve e L9 fe L=

mohli inicializovaft (teda nejako rozumne odstartovat, to sme robili v prvom kroku dékazu)
a ,zacyklit (druhy krok dékazu). Tento postup sa nazyva v literattre bootstrap alebo
tiez alternate-bootstrap metéda (vid [1, 2, 13, 14]).

Definujme funkciu

N+1
Q : |:psga N——3) — (17pBT]
nasledovne (pre definiciu ppr, psy pozri Vetu 1.1; pre N = 3 chapeme %—J_r;) = 00)
N(N+1) N+1
O(p) = { T2 ak p € [Psg N5,
) N+1+2 N41 N+1
—1p ak p € (353, v53)
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3.1 ,Bootstrap“ pre v.s. riesenia az do L 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

a hned si uvedomme, ze Q je rydzo klesajuca funkcia, preto existuje inverzia

N+1)

ot (1,ppr| — |:psga N_3

jej predpis je

N(N+1) N
Q_l(q) — (N-1)(N-2)¢’ ak qc [N_lapBTL
' N+1 N
L ak ¢ € (1, 55)-

Veta 3.2. Prepokladajme Ze

p=psgn  q<Q(p),
potom plati rovnaky zdver ako vo Vete 3.1 aZ na to, Ze konstanta C' zdvist aj od ||ul| 1)

DOKAz. Tak, ako v dokaze Vety 3.1, piseme w € LK~ (resp. w € L’g’) pre k > 1 ak pre
kazdé 1 < k < k jew € LF (vesp. w € L%) a [|w|| & < C (resp. ||w|[,» < C) pre konstantu
- 5
C=C(Q,p,q,k, ”'LLULl vl zr@y) > 0. )
Dalej ozna¢me f := f(, ()),g := g(-,u(")). Vieme z definicie, ze f € L} a g € L*.
Ako v dokaze Vety 3.1 dostaneme [|§|| 1) = ||v||£1() a z definicie v.s. rieSenia, volbou za

testovaciu funkciu ¢ = ¢ pouzitim (1.1) dostaneme

||f||Lg(Q) = /f5d56 < C’/ fordr = C’/ —Agy)dz =
= C’)\l/ﬂugpldx < C/QU(de = Cllull 21
Staci dokéazat, Ze
f € LY pre nejaké 6 > (N +1)/2. (3.5)

Naozaj, pretoze vtedy z Lemy 2.7 (p := 0, G := o0) dostaneme u € L™ a ||ul[p~@) < C. Z
rastovych predpokladov (1.6) je samozrejme § € L™ a teda z Lemy 2.8 (p := N/2+1,§ :=
00) dostaneme v € L™ a ||v|| g < C.

Krok 1. Ukézeme, Ze f € Ly pret:=Q '(q)/p> 1.

Pretoze
N B N+1

N—2)_N—1’ (3.6)

1 <q<Q(p) <Q
je @ 1(q) dobre definované.

Vieme, ze f € L} preto z Liem 2.7, 2.6 (pri p := 1) dostaneme
c o N+1
u re @ i= ——
5 p N . 17
N
e [P~ = —
u , pre 3 N1
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atedau e LY NLP~.Z (3.6) je « > q, ale B > q vSeobecne nemusi nastat, preto musime
oSetrif pripady ¢ € [1,5) a ¢ € [3, ) zvlast.
Nech je najprv ¢ € [3, ). Potom z rastového predpokladu (1.6) a z toho, ze g € L*
dostaneme
ge L Nt

Potom z Lemy 2.10 (p; := (a/q)—, P2 := 1 z troch alternativ v (2.12) nastane prave prva)

dostaneme

Na
e L™ = ——
IR )
Potom N(N 1)
+ _
v = = Q7 '(q) > p.

(N =1(N = 2)q

Preto z (1.6) v tomto pripade dostaneme f € L")~ = L7~
Nech je g € [1,3). Potom z (1.6) dostaneme

je L((;a/q)_ N LG/~

Pouzitim Lemy 2.10 (p1 := (a/q)—,p2 := (8/q)—, z troch alternativ v (2.12) znovu

nastane prva) mame v € L], pre

00, ak 3 > Ngq/2,
V= Nao
Ak v < oo tak dosadenim
N +1 _
=Q7'(q) > p.

TTIN—1)q-2

Preto aj v tomto pripde dostaneme z rastového predpokladu (1.6), Z f € Ly O/p)= — =L .
Krok 2. Ukazeme, Ze ak f € Ly~ pre w > 7, tak fe La , pre w 1= wr.
Mozme predpokladat, e w < (N 4 1)/2, ina¢ dostaneme (3.5). Vieme, 7ze f € LY~
preto z Liem 2.7, 2.6 (pri p := w—) dostaneme u € L§~ N LP~ pre

00, ak (N+1)/2 <w, 5. 00, ak (N+1)/2 <w,
e ak (N +1)/2 > w, T ak (N +1)/2 > w,

N+1

Vidime, 7e o = & Hﬂ Tiez mame o > > ¢ a preto mozu nastat dve moznosti, bud

qg<p<a,alebo < q<a.
Nech najprv § < ¢ < a. Potom z rastového predpokladu (1.6) mame

ge L7 Lt
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Pouzime Lemu 2.10 pre p; := (o/q)—, p2 := 1. Pretoze

A_a_—_(N+1)ﬁ—<N+1_(N+1)ﬁz
Ph=""""Ny =N ° N

nastane prvy pripad v (2.12). Potom v € L] pre

Na

areEs)

Potom alebo 7 = oo a vtedy 7 > prw, alebo 7 < oo a vtedy tieZ (vyuZitim toho, Ze
N/(N —1) < 8 < q) dostaneme

N(N + D N(N +1)
dN 2N+ 1-2)w MpaN—2)(N 1

v= 7= pwQ ™ (q)/p = prw.

Preto z (1.6) méme f € LS.
Ak je zase ¢ < 3 < a, tak z rastového predpokladu (1.6) dostaneme

Ge Lga/‘?)— n LB/~

Znovu nastane prvy pripad v (2.12) v Leme 2.10 pre p; := (a/q)—, p2 := (8/q)—, pretoze

o= (N+1DB-  (N+1Dp

T T TN TN
Potom v € L]~ pre
00, ak 3 > Ngq/2,
= Na

St dve moznosti, bud nastane v = oo a vtedy v > prw, alebo v < oo a treba analyzovat
dalej. Ak plati naviac ¢ < N/(N — 1) tak

N+1 - N+1
=w W = pwT.
TN L —2w) —2w Ppe(v—1y =2 P
Ak je na druhej strane ¢ > N/(N — 1), tak vyuzitim nerovnosti
(N +1)
N+2q°
ktorit mame z predpokladu g < (3, dostaneme
N +1 N +2¢q
> pwT

= >
7 wq(N—i— 1—2w)—2w pwpq(N —2)
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pricom posledné nerovnost vyplyva z toho, Ze v pripade ¢ > N/(N — 1) je

N +2q

dN =2 > Q7 !(q).

Vo vsetkych pripadoch mame v > prw = po. Preto z rastového predpokladu (1.6) dosté-
vame tvrdenie f € Lg“_.

Krok 3. Kone¢nou iteraciou kroku 2 (za w vzdy dosadime w) dostaneme, Ze je splnena
podmienka (3.5) a tym je dokaz ukonceny. ]

Poznamka 3.2. V duchu Poznamky 3.1 predpoklady Vety 3.2 sluzili na inicializaciu a
zacyklenie cyklusu:

(1.6)

Lemy 2.7,2.6 uc L?_ N L’B_ g c L((sOé/Q)* N Lmax{lﬁ/‘l}

~—>f€L‘g’_

(1.6)

Lema 2.10 — s S
Lema 20 ver) S fers — ...

Pozndmka 3.3. Ak si dodefinujeme

2
o0, ak1<p§m,

_ N
p(N—2)-2°

Q(p) :=

N

2
ak v <P <33

tak Vety 3.1, 3.2 mozeme vyslovit spolo¢ne tak, ze za predpokladu ¢ < Q(p) platia zavery

spominanych viet.

Poznamka 3.4. Linearna tedria, ktort sme vybudovali v kapitole 2 pre N > 3 sa d& urobit
aj pre N < 2.V tychto rozmeroch sa zmodifikuje Greenova funkcia a teda aj jej odhad
typu (2.7). Principialne rovnakymi tivahami dostaneme, Ze Lema 2.7 plati aj v tychto
pripadoch.

Ukaze sa, ze pre N < 2 plati Veta 3.1 bez obmedzujiceho predpokladu na parametre
p,q. Naozaj, lebo ako na zaciatku Vety 3.1 dostaneme ||g||L1) = [|v||r1@) a z toho
pouzitim Lemy 2.8 mame v € L*~ pre k < oo (zapis h € L*~ pouzivame ako vo Vete 3.1).
Ked si zvolime k > Np/2, tak z rastovych podmienok je f e L*/P~ a potom z Lemy 2.8
plynie v € L™ a ||ul|z~@) < C. Potom z rastovych podmienok a pouzitim Lemy 2.8 uz
fahko dostaneme v € L™ a ||v||fo(q) < C.

Pozndmka 3.5. Vety 3.1,3.2 hovoria o tom, kedy st v.s rieSenia ohrani¢ené. Ohranicenost
rieSeni implikuje ohrani¢enost pravych stran, preto tieto rieSenia v skuto¢nosti maju ovela

vysSiu regularitu, pre podrobnosti vid [1].
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3.2 Optimalita 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

3.2 Optimalita

Teraz sa budeme venovaf otézke, ¢i su vysledky podkapitoly 3.1 optimalne v zmysle Vety
1.2. Presnejsie, pre kazdé ¢ > Q(p) chceme priklad funkcii f, g € Car(Q, RT; R™), takych

ze
(i) spliajt rastové predpoklady (1.6)
(ii) existuje nezaporné v.s. rieSenie (u,v) tlohy (1.5) také, ze u,v ¢ L*°.

Takto naformulovany ciel uplne splnif nevieme (a nasa intuicia podopreté aj vysled-
kami podkapitoly 3.4 je, Ze sa to ani neda splnit), ale ukdzeme, Ze vysledky Viet 3.1,3.2
st predsa len optimélne v pripade, ked p & [psg, p*), kde

p'=(N+1)/(N—2).

Jednoduchym ratanim sa dopracujeme k tomu, Ze pre optiméalne vysledky (pozri Vetu
1.2) tloh (1.5),,(1.5),, méame

max{«a, G} > N —-1<qg<qj(p), max{a,f}>N—-2<q<q.(p),

kde
*(p) = #7 ak 1 <p <ppr, “(p) = p(]\[,%a ak 1 < p < pgy,
9a\P) -= N+142p Kk p > In\P) = N+2p k p >
p(N-1) ak p = PBT; p(N—2)° aK P = Psg

pricom hodnoty zlomkov, tu a aj neskor, definujeme ako co pre nekladné menovatele.
Zoberme si nasledujicu krivku, ktora bude klic¢ova pre nasu otazku

4 (p), ak 1 < p < psg,
Q" (p) = mv ak psg < p <pt,
2:(p), ak p > p*.

Uvedomme si, ze @ < Q* pri¢om ostra nerovnost nastane prave na ,kritickom“ intervale

[Psg, D7) -
Nasledujtca veta riesi ciel tejto podkapitoly.

Veta 3.3. Ak q > Q*(p), potom existuji nezaporné funkcie f,g € Car(Q, RT;RT), ktoré
splriagii rastové predpoklady (1.6) a pritom <loha (1.5) md také kladné v.s. riesenie (u,v),
ze

u,v & L.
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3.2 Optimalita 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

DOKAZ. Dokazujeme analogicky, ako v ¢lanku [3]. Koretiom dokazu st dolné odhady z
(2.7),(2.8).

Krok 1. Zjednodusujice predpoklady, bez ujmy na vSeobecnost.

Mézeme predpokladat, ze 0 € 9. Dalej, ako v [3] tiez mozeme predpokladaf, Ze
existuju #, R > 0 dostato¢ne malé také, ze pre rotacny kuzel

Y=< x=(11,19,...,25) ERY |

je X =3, NB(0,R) C QU{0} a existuje konstanta C* > 0 taka, ze pre kazdé = € ¥ je
Cla| < 6(x) < |, (3.7)

pozri obrazok 2 (pricom na obrazku je 2’ = (xg,23,...,2N)).
Funkcie f, g budeme hladat v tvare

f(z,s) :=a(x)s?, g(x,s) = b(z)s?

pricom a,b € L. Takéto funkcie vyhovuju rastovym predpokladom (1.6).
Krok 2. Ukazeme, ze pre vhodné pravé strany ¢,1 maju linedrne tlohy (2.1), (2.2)
také velmi slabé rieSenia, ktoré nelezia v L.
Polozme
o(x) = || (@) a (@) = |27 xx(),

kde xy je charakteristicka funkcia mnoziny ¥ a «, 3 > —2. Potom pre
a<N-—-1, B<N-—-2 (3.8)

je ¢ € L} a v € L. Z podkapitoly 2.4 mame, ze U,V dané vztahmi

Ulx) = /Q Gla, o)y, V()= /Q Nz, 9)d(y)dy.

st v.s. rieSenia tloh (2.1), (2.2) s pravymi stranami ¢ a .

Zvolme si pevne z € ¥\ {0} a nech r := |z|. V dalsom symbolom C' chipeme kladnt
konstantu, ktord sa moze menit v priebehu dokazu, ale nezavisi na x.

Z dolného odhadu v (2.7)

(2.7
Uw) = [ G.y)o(y)dy = / G(a,y)ly|@+Ddy

Q
> C’/ min {1’ 5(1’)5(92)} lz — y|2—N|y|—(a+2)dy
b |z -yl
o(x)o
> C’/ mm{l’w} ]ac—yP_N\y]_(a”)dy-
B(z,r/2)NS |z —y|
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3.2 Optimalita 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

Zo struktary gule B(z,7/2) a z odhadu (3.7) lahko dostaneme pre kazdé y € B(z,r/2)N%

*

6x) 2 Cr, |z =yl < or 0y) 2 Clyl = C(Ja] — ly — 2l) 2 -,
3
[yl < |zl + |y —al < 5r-
Preto, ak si ozna¢ime D, := B(z,r/2) N %, tak

Uz) = O/Imin{l,%/z/z}(T/2)2_N(3r/2)_(a+2)dy:

= C/ r~ Ndy = CT’O"N|D9@\ >Cr—,,

kde sme pouzili dolny odhad |D,| > Cr™, ktory je intuitivne jasny a dokéaze sa jednodu-

chymi ivahami.

-------
P
.
.
.
.
PR
.

..
.
., .
L] .
. .
--------------

Obr. 2: Rota¢ny kuzel v Q

Rovnako dostaneme pre z € X\ {0} z dolného odhadu v (2.8) V(z) > C|z|=". Spolu
mame pre x € 2
U(z) > Clz|xs, V(z) > Clz|Pxs.

Krok 3. Konstrukcia funkcii a, b pomocou ¢, 1, U, V.
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3.3 Apriérne odhady nezapornych v.s. rieseni 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

Ak predpokladame, ze pf = a+ 2 a g = 3 + 2, tak

(V(2))? > Clz| x5 = Clz| x5 = C¢,

(3.9)
(U(@))? = Cla| s = Cla| """y = Cy.
Tieto predpoklady a (3.8) davaji podmienky

2(p+1)
pg—1"~

N—-1>a= 5
pqg—1

ktoré st splnené prave za predpokladu ¢ > Q*(p). Polozme a := ¢/V? b := ¢ /U1. Tieto
funkcie st dobre definované, pretoze dolné odhady funkcii G, N implikuja U,V > 0.

Naviac (3.9) dava a,b € L. Preto u := U, v := V st velmi slabé riesenia tlohy

—Au = avP, x €,
—Av+v = bul, zeQ, (3.10)
u=03a,0 = 0, x € 08,

ale u,v & L. O
Poznamka 3.6. Vsimnime si, ze
q>Q'(p) & max{a — N +1,8-N+2} >0,

¢o sa velmi podobé na optiméalne vztahy vo Vete 1.2, ¢o podporuje nasu hypotézu, ze
optimélnou krivkou pre nasu tlohu je Q* a nie Q.
Uvedomme si, Ze v dokaze Vety 3.3 dostaneme ,,zadarmo‘ nejednoznacnost v.s. rieSenia

tulohy (3.10), pretoze (4, 0) = (0,0) je tiez v.s. rieSenim tejto tlohy.

3.3 Apriorne odhady nezapornych v.s. rieseni

V dalsom budeme hladat také podmienky na p, g, aby vSetky velmi slabé nezdporné rie-

Senia tilohy (1.5) s rastovymi predpokladmi (1.6) lezali v L a spliiovali apriérny odhad
[ullzee (@) + llvllzoe@) < C, (3.11)

kde konstanta C' > 0 nezavisi od dvojice (u,v).
Vzhladom na vysledky Viet 3.1,3.2 dostaneme, Ze staci odhadnit ||ul| 1) + [|v]|1(@)
nezavisle od (u,v) (takéto Gvahy pre ulohu (1.5), st v [1, Section 3.]).

Budeme potrebovat nasledujtci jednoduchy fakt z elementarnej analyzy.

Lema 3.1. Nech f(x) = az?, g(x) = bx, kde a, A,b > 0. Potom:
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(a) Ak A > 1, tak existuje C' > 0 také, Ze pre kazdé x > 0 plati:
f(x) =2 g(x) = C.
(b) Ak A < 1, tak existuje C > 0 také, Ze pre kazdé x > 0 plati:
f(z) <g(x)+C.
Veta 3.4. Nech je p1 > 2,q1 > 1 a funkcie f,g spliaji podmienky superlinearity
f(z,v) > C1oP* — Oy, g(x,u) > Cru®™ — Cy (3.12)

pre s.v. x € Q pre kaZdé u,v € RT, kde Cy,Cy > 0 su konstanty. Potom existuje konstanta

C > 0 takd, e velmi slabé nezdporné riesenia (u,v) systému (1.5) spliaji
HUHL};(Q) + o]l 1) < C. (3.13)

DOKAz. Nech (u,v) st nezaporné v.s. riesenia ulohy (1.5). Ozna¢me fi= f(v(4),q:=
g(-,u(-)). Z definicie velmi slabého rieSenia pre vhodné testovacie funkcie (vid zaciatok
dokazov Viet 3.1,3.2) dostaneme

Al/ugoldx:/fgplda: (3.14)
Q Q

/ vdr = / gdx. (3.15)
Q Q
Scitanim tychto rovnic mame

)\l/ugoldx+/vdx:/fgpldx+/gdx. (3.16)
0 Q 0 Q

Puzitim (3.12) a z Holderovej nerovnosti mame odhady

q1
/gdx >4 / ul'de — / Codz > C’g/(ucpl)qldx —Cy > Cy (/ ugoldx) — Oy,
Q Q Q Q Q

/ f@ldx > / vPrprdr — G,
Q Q
(3.17)

kde

Cg = Cl(m€X¢1)_ql > 0, Cy:= CQ‘Q| >0, 05 = 03|Q|1_q1 > 0, Ce = CQ/ goldx > 0.
Q
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TieZ mame

a o l1-a
/vdx :/Ugo‘fgol_“dx < (/ v«lzgoldx) (/ gpl_l‘“dx) : (3.18)
Q Q Q Q

Ak predpokladame, Ze a < %, tak
a
<1

1—a

a potom z toho, ze ¢; > ¢*4, pre vhodni konstantu ¢* > 0 (vid (1.1)), dostaneme

o 1-a
(/ cpll“dx> < 00.
Q

Ak polozime a := pil, tak predpoklad vety p; > 2 ndm zaruci podmienku a < % Pouzitim
(3.17),(3.18) v (3.16) méame:

1
1 q1
A\ / wprdx + Cy (/ vplgoldx) 1 > / vProrda + Cs (/ ugold:r:) — Cy — Cg(3.19)
Q Q Q Q

kde

p1—1

__1 P
0< Cy:= </g01p1_1dx> ' < 00.
Q

Z Lemy 3.1 mame, Ze existuju kladné konstanty Cy, Cy s vlastnostou

Cotl/Pr < Oyt + Cs,  Cst™ > (A + 1)t — Cy, t e RY

Ak v prvej nerovnosti poloZime t := [, v"'¢pidz a v druhej ¢t := [, uprde tak (3.19) sa

010 Z/U@ld.’ﬂ,
Q

kde ClO =Cy+ 06 + Cg + Cg > 0. Potom

redukuje na

ull 1) < O i= Cho/c",

z (3.18),(3.12) a (3.14) mame druhy odhad

% 1 - P1
/vdaz < O (/ vplgpldx) < Cy </ —(f+ Cg)gold:v> <
Q Q o C1

1
A 1 CioM Cz/ 1
< d = d <C d = Cls.
< (C’l/u% T+ /301 l‘) 7( C +C1 p1dx 12
Konstanty Chp,Ci2 nezéavisia od dvojice (u,v), preto pri C' := C1; + Cj3 mame vetu
dokéazant. O
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3.4 Apriorne odhady na kritickej mnozine 3 ZMIESANA OKRAJOVA ULOHA

Pozndmka 3.7. Uvedomme si, ze za predpokladu (1.6), (3.12) s parametrami p > p; >
2,1 < ¢ <q < Q(p) platia zavery Viet 3.1,3.2 s konstantou C' > 0, ktora uz na zéklade
Vety 3.4 nezavisi od dvojice (u,v) (teda uz nezdvisia ani od noriem |[ul|1(q), [[v|[z1(9)-)
Preto vtedy plati apriérny odhad (3.11).

Lema 3.2. Majyme rovnaké predpoklady ako vo Vete 3.4. Potom pre n > 0 dostatocne
velké neexistuje nezdporné v.s. riesenie ulohy

—Au = f(z,v)+n, x€Q,
—Av+v = g(x,u), x € €,
u=0,v = 0, x € 0f.

DOKAzZ. Tato lema je vlastne svojim spésobom dosledkom Vety 3.4, dokaz je analogicky.
Predpokladajme, Ze dana tloha méa nezdporné v.s. rieSenie (u,v). Dopracujeme sa ku
sporu.

Analégia vztahu (3.16) je

Al/ugolda:—l—/goldx:/fgoldx+/§dm+7]/cp1dx.
Q Q Q Q Q

Presne ako v ddkaze spominanej vety, dostaneme

Cho Z/Usoldchrn/soldx.
Q Q

Tento vztah vSak déva, Ze pre

Cho
> -
7 fQ prd

je Jquprde < 0 o je spor. O

3.4 Apriorne odhady na kritickej mnozine

V tejto podkapitole budeme pracovat na nasledujtcej kritickej mnoZine (pozri podkapitolu

3.2 parametrov

K:={pq | psy<p<p, Q) <qg<Q(p}.

Nasledujtca veta je podobna Vetam 3.1,3.2, avSak nie je v nej dokdzané, ze velmi slabé

rieSenia s ohranicené, ale pracuje sa rovno len s ohrani¢enymi rieseniami.

Veta 3.5. Nech (p,q) € K. Majme ohranicené nezdaporne v.s. riesenie (u,v) dlohy (1.5)
s rastovymi predpokladmi (1.6). Potom

|wll Loy + 0]l (@) < C

pre konstantu C' > 0, ktord zdvisi iba od normy ||v|| ().
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DOKAZ. Nech (u,v) je ohraniené nezdporné v.s. riefenie tlohy (1.5). Polozme f :=
f(v(), g = g(-,u(-)) a tiez M := ||v|f~(q). Vzhladom na to ¢o chceme dokazat, mo-
zeme predpokladat, ze M > 1. Symbolom C budeme oznacovat kladnt konstantu, ktora
sa mdZe menit v priebehu dokazu ale len v zavislosti od parametrov tlohy alebo normy
[ollzx-

Prvy pripad. Prepokladajme naviac ¢ > ﬁ 7 predpokladov na p,q plynie, zZe si

dokazeme zvolit z > 1 ar € (1, 1) tak, Ze

N
q_§2< T
2(q+1) pg—1

(3.20)

Naozaj, z dodato¢ného predpokladu ¢ > % mame 1 < 2( +1) preto staci ukazat, Ze
vieme zvolit r € (1, NN ) také, ze 2(‘;111) < p;ﬁl. Toto vSak vieme zabezpecit ak r je
dostatocne blizko ku = pretoze
N
qN N4

Jednoduchym ratanim dostaneme

07 e = ( / dx) < Mol
Q

Vieme, ze ||§||21(0) = ||v]|r1(@) = C (pozri zaciatok dokazu Vety 3.1) preto z Lemy 2.8 z
dovodu 7 < N/(N — 2) mame ||v|[zrq) < C a teda

le#ll1-@) < MPEC.

Potom z rastovych podmienok (1.6) je ||fHLz(Q) < MP:C. 7 (3.20) je B¢(N —2z) < Nz
a preto sa d4 zvolif s > ¢ dosatatoéne blizko ku ¢ tak, ze s(N — 22) < Nz. Potom z
o) < Mp =C. Z rastovych predpokladov (1.6) je 19/l ps/age) < M=,
Ak teraz pouzueme Lemu 2.8, tak z toho ze s > q dostaneme

Lemy 2.8 je |Ju]

= o]l (@ < M2

Z volby (3.20) plynie q(p — Z) < 1 a preto M < C. Potom je HfHLoo(Q) < C a teda z
Lemy 2.8 dostaneme druhy odhad ||u[[zeq) < C.

Druhy pripad. Prepokladajme q < L 7 predpokladov na parametre p, g vyplyva, ze
je mozne zvolit r € (¢, 125) a s > & tak ze

oo dp—r)(-1/s)

1—q/r
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Rovnako ako v predchadzajtcom pripade (pri z := 1) pouzitim Lemy 2.8 dvakrat dosta-

neme

19l 0y < CMIE.

Z interpola¢nych nerovnosti dostaneme

130 2e(@) < 1315 @ Il gy < CMTE=D0=)

pre a + (1 — a)g/r = 1/s. Potom ¢(p — r)(1 — o) = k < 1 a preto na zéklade s > N/2
pouzitim Lemy 2.8 mame
M = [[v[ Loy < M"C

z Coho vyplyva M < C a tiez ||u| =) < C, tym je dokaz ukonceny. O

3.5 Kritické krivky v p — ¢ rovine

Pripomerime, Ze ps, je definované vo Vete 1.1 a p* v kapitole 3.2. Zhrnutim nasich vysled-
kov dostaneme (pozri obrazok 3):

(i) Ak
1 <p <pg,

tak tlohy (1.5) a (1.5) ;, maju rovnaké kritické krivky Q = Q* = ¢, teda pod touto
krivkou (¢ < Q(p)) st vSetky nezaporné v.s. rieSenia ohranicené (Veta 3.1) a nad
touto krivkou (¢ > Q(p)) sa nédjde priklad neohrani¢eného v.s. riesenia (Veta 3.3).

(ii) Ak
N +1
PSp< o
tak zase tlohy (1.5) a (1.5), maji rovnaké kritické krivky Q@ = Q" = ¢ (Vety
3.2,3.3)
(iif) Ak
Psg <P <D,

tak ¢; < Q< Q" <gq; a

(a) pre ¢ < Q(p) sme dokéazali ohrani¢enost nezapornych v.s. rieSeni (Veta 3.2),

(b) pre ¢ > Q*(p) sme nasli priklad na neohrani¢enost nezaporného v.s. rieSenia
(Veta 3.3),

(c) pre Q(p) < g < Q*(p), teda pre (p,q) € K sme dokazali apriérne odhady iného
typu: pre ohrani¢ené nezaporné v.s. rieSenia (Veta 3.5).
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Tieto vysledky sa extrémne zjednodu$ia v pripade N < 2 stac¢i si uvedomit, ¢o hovori

Poznamka 3.4. Otazka apriérnych odhadov je riesena vo Vete 3.11.

Obr. 3: Kritické krivky v p — ¢ rovine pre N > 4
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4 Existencia riesSenia

V tejto kapitole budeme skimat tlohu (1.5) s rastovymi predpokladmi (1.4) a (3.12).
Novym predpokladom bude

f(x,v) =o(v), pre v — 0%, g(z,u) = o(u), pre u — 0" (4.1)

rovnomerne pre kazdé x € Q. Takyto predpoklad je uvazovany tiez v [2] pre systém (1.5) .
Pri tychto predpokloch standardnym postupom dokazeme existenciu ohranic¢eného v.s.
rieSenia tulohy (1.5).

4.1 Index pevnych bodov a jeho zakladné vlastnosti

V tejto Casti uvedieme zakladné vlastnosti indexu pevného bodu (robime to podla ¢lanku
[15], inym zdrojom je napriklad [16]). Nech X je Banachov priestor a K je uzavrety
konvexny kuzel (to znamend, ze K je uzavrety a pre z,y € K, o, 3 € R je ax+ fy € K).
Nech W C C je relativne otvorena, teda existuje otvorend mnozina O v X, ze W = KNO.
Dalej majme kompaktné zobrazenie T : W — K (to znamena, Ze T je spojité a m je
kompakt pre kazdd ohrani¢entt mnozinu B C W) pri¢om T'(x) # x pre z € W\ W. Potom
T sa da rozsirif na kompaktné zobrazenie T : O — K také, e T(z) # x pre x € O\ O.
Index pevngch bodov (znacime iy (T, W)) zobrazenia T vzladom na W a K sa definuje,
ako Lerayov-Schauderov stupeti zobrazenia I — T vzhladom na mnozinu O a bod 0, teda

i (T, W) :=deg(I —T,0,0).

Tento index nezavisi od vyberu O ani od rozsirenia T' a zdedi znadme vlastnosti L-S
stupna:

(i) Normalizacia: Pre konstantné zobrazenie T : W — W je ix (T, W) = 1.
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(ii) Aditivita: Pre relativne otvorené Wy, Wy C W, W1 N W, = () také, ze Tx # x pre
x € W\ (Wl U Wg) mame iK(T, W) = ZK(T, Wl) + ZK(T, Wg)

(iii Homotopick4 invariantnost: Majme homotépiu H : [0,1] x W — K, ktora je
kompaktnd a H(t,z) # x pre t € [0,1],2 € W \ W. Potom iy (H(t,-), W) je kon-
Stantné pre ¢ € [0, 1].

(iv) Vyrezavanie: Pre relativne otvorentt V C W takt, ze T'(x) # x pre v € W\ V
plati ZK(T, W) = iK(T, V)

(v) Existencia: Ak ix(T,W) # 0, tak existuje pevny bod € W zobrazenia T, teda
T(x) =x.

4.2 Aplikacia apriornych odhadov

Veta 4.1. Predpokladajme o funkciach f,g (4.1) a (1.6),(3.12) s parametrami
pzp>2 1<qa<q<Qi(p

Potom existuje dvojica (u,v) € L X L*® nezdpornych funkcii, ktoré si v.s. rieSenim ulohy
(1.5), naviac ||ul||r= + ||v||L~ > €, pre dostatocne malé € > 0.

DOKAzZ. V zmysle predchadzajicej podkapitoly polozme
X = L™®(Q) x L*=(Q), K:={(u,v) eX | u>0,v>0}.

Definujme linedrny operator S : X — X ktory priradi dvojici (¢,¢) € X jediné v.s.
riesenie tlohy
—Au = ¢, xe€,
—Av+v = Y, x e,
u=0,v = 0, x€d.
Polozme
T:K— K, T(“» U) = S(f(7v())7g(’u()))

Definujme pre o > 0 mnozinu
Woi={(wv) €K | |l(w)llx <a}

Krok 1. Zobrazenie T' je kompaktné.

Dokazme najprv spojitost!
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V zmysle kapitoly 2 mame T' = (T}, T3), kde

Ty (u,0) = / G(z,y)f(y,v(8))dy, Talu,v) = / Nz, 9)g(y, uly))dy.

Majme {(uy, v,)}22, C K, (u,v) € K a nech (u,,v,) — (u,v) v priestore X pre n — oo.
Chceme dokézat, ze T'(uy,,v,) — T(u,v) v priestore X pre n — oo. Staci dokédzat pre
Jj = 1,2, ze Tj(un,v,) — Tj(u,v) v priestore L™ pre n — oo. Urobime dokaz pre j = 1
(pripad j = 2 je analogicky).

Z toho, ze f € Car(Q2,R";R") dostaneme, ze f(x,v,(z)) — f(z,v(z)) pre s.v. x € Q.
Dalej z odhadu (1.6) dostaneme pre s.v. z €

[f (2, vn(2)) = f 2, 0(2)] < e(2+ [[onll Lo () + 101 ():

Bez ujmy na vSeobecnost mézeme prepokladat, ze ||vn||’£oo(m < |[v]]f (o 1 a preto pre
1 < k < oo mame majorizaciu pre s.v. x € €}

[f (@, va (@) = f(@,0(@))]" < B+ 20l )"

Potom z Lebesgueovej vety o dominantnej konvergencii dostaneme, ze pre kazdé 1 < k <

oo plati
fCua() = f(0()

v priestore L¥ pre n — oo. Viimnime si, Ze

1Ty (un, vn) = Ta(u, 0)|[ ooy < ClLa ([ 0a() = FC 0O oo
< CllLaflz@s L) [ F(va () = FC 0D k)

pricom prva nerovnost plynie z horného odhadu (2.7) (C' je konstanta z tohto odhadu,
r, s := 00) a druhd z poznamky 2.1 pri¢om treba si zvolit k¥ > N/2. Tento odhad dokazuje
spojitost T7.

Teraz ukdZeme, ze T zobrazuje ohrani¢ené mnoziny na predkompaktné (mnoZina je
predkompaktnd, ked jej uzaver je kompaktny).

Majme C; > 0 potom pre (u,v) € W, je

LG oD ze@) < Mle(t + (0()") =) < C
g ul Dz < lle(l 4 (u(-)) L@ < C

pricom Cy = ¢(1 + max{C7, C{}). Potom ||(f(-,v(+)), (-, u(:)))||x < 2Cs.

Dalej je zndme, Ze
ScZ(X,)Y), Y :i=W»Q)x W Q)
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4.2  Aplikacia apriornych odhadov 4 EXISTENCIA RIESENIA

pre kazdé 1 < k < oo. Pouzitim Sobolevovjch vnoreni pre k > N je W2?* ¢ C*(Q). Z
Arzela-Ascoliho vety mame kompaktné vnorenie C1(Q) CC C(Q). Trivialne C(Q) C L™,

preto pre k > N plati
W2k cc L™, (4.2)

Pretoze
SeZ(X,)Y)

dostaneme
IS v(), gCuODIy < NSzl v(), g(ul-)lx < Cs,

kde 03 = ZCZHSH,%(X,X)'

Pre k > N pouzitim (4.2) dostaneme, 7Ze m je kompaktné v X, preto zobrazenie T’
je kompaktné.

Ked si este raz prejdeme tento krok, tak vidime, ze pre (u,v) € X je

1T (u, 0)|[x < Call(F (5 0()), 905 ul)))]]x, (4.3)

kde C4 = ||S‘ |$(X7y) | ’]| |g(y7x) (I znaci 1dent1tu)
Krok 2. Pre € > 0 dost malé, je i (T, W,) = 1.
Najprv ukéazeme, ze pre ¢ > 0 dost malé je T'(x) # x pre kazdé x € W, \ W.. Naozaj,

pretoze z (4.3) dostaneme
|l = T(2)l|x = [lzllx = [IT(@)[lx = [lzllx = Call(f(,0()), g (5 ul))]]x,

ale potom pre dostatoéne malé € > 0 z predpokladu (4.1) plynie, Ze pre kazdé x € W, \ W.
je llz =T(@)llx = llzllx = IT(x)[|x >0 a teda z # T'(x).
Zoberme si homotdpiu H; : [0,1] x K — K, ktora je dané vztahom

Hi(t,u,v) :==tT(u,v)
potom pre kazdé t € [0,1] a z € W, \ WL je
|z = Ha(t, u,0)(@)||x = [z = tT(2)[[x = [[e]lx — T (@)|lx = [[z[|x = [[T(2)|[x >0,

teda x # T'(x).
Potom na zaklade homotopickej invariancie

ZK(T7 WE) = ZK(?—l(L ) ‘)7 WE) = ZK(H(Ov ) ')7 WE) = ZK(Oa WE) =1
Krok 8. Pre R > 0 dostato¢ne velké, je iy (T, Wg) = 0. Tu sa vyuziju apriérne odhady.
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4.2  Aplikacia apriornych odhadov 4 EXISTENCIA RIESENIA

Nech n > 0 je konstanta z Lemy 3.2. Definujme homotépiu Hs : [0,1] x K — K,

nasledovnym spdsobom

HQ(tv u)v) = S(f(v U()) + 77?5,9(" u()))

Ulohy
—Au = f(z,v)+nt, z€Q,
—Av+v = g(z,u), x € €,
u=0,v = 0, x € 0f.

pre t € [0, 1] sphiaji (1.6) (samozrejme s inou konstantou c¢). Je splnena aj (3.12) a teda
z Viet 3.1,3.2,3.4,3.5 plynie, Ze platia apriérne odhady. Potom ked R > ¢ je dostato¢ne
velké, tak © = Hs(t, 2) nemdze platif pre ziadne ¢t € [0,1],2 € Wx \ W pretoze mame
apriérny odhad ||z||x < C.

Z vlastnosti homotopickej invariancie

ix(T,Wg) =ix(H(0,-,),Wg) = ix(H(L,-,-), Wg).

Ale z Lemy 3.2 plynie, ze ix(H(1,-,-), Wg) = 0.
Krok /4. Existencia. Z aditivity indexu pevnych bodov plynie, ze

0=ix(T,Wg) = ix(T,Wr \ W) +ix(T,W.) = ig (T, Wr \ W) + 1

preto ix (T, Wr \ W.) = —1 a teda existuje pevny bod zobrazenia T' v mnozine Wy \ W,
a tym je dokaz dokonceny. Pre lahsiu predstavu pozri obrazok 4. O]

W\ W,

Obr. 4: Pomocny obrazok

Pozndmka 4.1. 7 dokazu je jasné, ze sme nasli aspon dve v.s. rieSenia tlohy 1.5. Aspon
jedno sa nachadza v mnozine W, a aspoii jedno rézne vo Wg \ W-..
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4.2  Aplikacia apriornych odhadov 4 EXISTENCIA RIESENIA

Pozndmka 4.2. Uvedomme si, ze predpoklady Vety 4.1 nie st az také obmedzujtce (typicka
funkcia je zndzornena na obrazku 5), napriklad modelovy priklad (3.1) spliia vietky, ak

p>2 1<q<Q(p).

flx,u)

Obr. 5: Typicky graf funkcie f pre pevné x €
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Zaver

V tejto praci sme riesili otazky tykajuce sa ohranicenosti a apriérnych odhadov rieseni
zmieSanej okrajovej ulohy. NaSe tivahy ani zdaleka nepokryvaji variabilitu danej prob-
lematiky. Je mnoho smerov, ktorymi sa daju dalej rozvijat ziskané vysledky, z ktorych
niektoré s optimalne, ako sa ukézalo v podkapitole 3.2, ale nie vSetky. Nenasli sme od-
poved na otazku, ¢i moze existovat neohraniené nezaporné v.s. rieSenie pre parametre
(p, q) z kritickej mnoziny K (vid podkapitolu 3.5). Dalej je tiez otvorena otézka apriérnych
odhadov pri p < 2 (Veta 3.4 ddva odpoved za predpokladu p > 2). V odbornej literattre
sa Casto uvazuju pripady, kde sa priptsta p < 1 alebo ¢ < 1, ktoré sme my tplne vyla-
¢ili. Tiez je mozné Studovat systémy typu (1.5) s komplikovanej$imi pravymi stranami a
s inymi rastovymi predpokladmi. Nasu pracu je mozné zovSeobecnit aj na rieSenia, ktoré
menia znamienko.

Najzaujimavejsim vysledkom tejto prace je, ze kritické krivky zmieSanej okrajovej
ulohy pre niektoré parametre sa zhoduju s kritickou krivkou tlohy len s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami a pre iné parametre s kritickou krivkou tlohy len s Neumanno-
vymi okrajovymi podmienkami. Takto vSak nevycerpame vSetky mozné parametre. Pre
ostatné sme dokazali ¢iastocné vysledky, z ktorych plynie, ze kritické krivky zmieSanej
tlohy magi v tomto pripade odlisny charakter (pozri podkapitolu 3.5). Tym sme vlastne
ukézali, Zze okrajové podmienky maju velky vplyv na ohrani¢enost v.s. rieSenia.
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